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PRÉFACE 


La géométrie a été et reste le parent pauvre des programmes de 
la faculté de mécanique et de mathématiques (« Mekhmat ») de l’Uni- 
versité de Moscou. Dans aucun programme des cinquante dernières 
années on ne trouvera la moindre trace ni des bases de la géométrie, 
ni des courbes algébriques, ni des groupes de transformations, ni 
même enfin de la géométrie projective (exception faite de quelques 
chapitres qui sont inclus dans le cours de géométrie analytique du 
premier semestre et qui ne sont lus que par un heureux concours de 
circonstances et parfois même escamotés dans l'indifférence la plus 
absolue). On peut très bien être diplômé de « Mekhmat » sans avoir 
la moindre notion de la géométrie de Lobatchevski, sans connaître 
les idées de Caley-K lein sur les fondements de la géométrie, les pro- 
priétés des courbes algébriques et des groupes de Lie! 

L'implantation des méthodes géométriques vers les années 
70 qui a eu pour effet de surcharger le cours d'analyse mathématique 
par des éléments de géométrie a inspiré un nouveau cours intitulé 
« Variétés différentiables et géométrie différentielle » qui était dis- 
pensé une fois par semaine et dont l’objectif était de décharger les 
professeurs d'analyse de l'exposition de cette discipline « étrangère ». 
Mais la conception de ce cours ne fut pas très heureuse et de plus la 
jonction avec les cours parallèles d'analyse et de théorie des équa- 
tions différentielles fut mal assurée. Le résultat fut piteux et frisa 
l’anecdote : l'intégration des formes différentielles sur des variétés 
et la formule de Stokes furent exposées simultanément et dans le 
cours d'analyse et dans celui de géométrie! 

L'enseignement du cours de géométrie au troisième semestre est 
entré en contradiction avec le rôle généralisateur et unificateur des 
notions géométriques en mathématiques modernes, rôle qui ne peut 
être mis en évidence qu'après l'assimilation des principales disci- 
plines de l'analyse. 

Tout ceci a conduit à reléguer le cours de géométrie en troisième 
année (cinquième et sixième semestres). Mais on s’aperçut immédiate- 
ment que cette solution avait aussi ses défauts. 
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La clef de voûte de tout cours de géométrie est la théorie des cour- 
bes et des surfaces dans l’espace euclidien à trois dimensions, théorie 
qui est importante aussi bien par son contenu qu’en tant que source 
de représentations et d'exemples suggestifs pour la géométrie rie- 
mannienne et la géométrie de connexité affine. Mais pour la troi- 
sième année elle est d'une part trop élémentaire — à ce niveau les 
étudiants sont attirés par des concepts plus complexes — et d'autre 
part, pour remplir pleinement son rôle propédeudique, elle ne doit 
pas être délaissée trop rapidement au profit de la géométrie rie- 
mannienne. 

Il est clair que l'exposé de cette théorie doit intervenir pas plus 
tard qu'au troisième semestre (et même au deuxième semestre comme 
je l’ai déjà proposé dans l'« Algèbre linéaire et géométrie différen- 
tielle » de ces « Leçons »). Par ailleurs, un cours de géométrie en 
troisième année n'est d'aucune utilité si les disciplines analytiques 
sont enseignées en deuxième année (et je suis convaincu que pour 
cette raison la géométrie finira par disparaître du programme de 
troisième année et peut-être même du programme universitaire). 

Une solution radicale serait bien sûr dans la refonte du système 
traditionnel de répartition des cours. Mais vu que dans les conditions 
d'une lutte aiguë entre les chaires pour le nombre d'heures et les 
disciplines une telle refonte — qui doit être réalisée tôt ou tard — 
A peu de chances de succès, un palliatif serait de réintégrer la géo- 
métrie en deuxième année de façon à ce que les problèmes d'’inté- 
gration soient clairement répartis entre l'analyse et la géométrie. 

On pourrait proposer le schéma suivant. Après l’exposition de 
l'intégrale des fonctions sur des domaines de R”, le professeur d'ana- 
1yse passerait le relais au professeur de géométrie pour développer 
l'intégration des densités et formes sur des variétés. Parallèlement, 
le professeur d'analyse illustrerait la théorie générale sur les cas 
particuliers des intégrales curvilignes et de surface de première 
(densité) et de deuxième (forme) espèce. En géométrie, on étudierait 
le théorème généralisé de Stokes qui se concrétise immédiatement 
en analyse par les formules de Green, Gauss-Ostrogradski et Stokes. 
Ce chassé-croisé conduirait à l'analyse vectorielle avec des éléments 
de théorie du potentiel, où le cours d’analyse se « jetterait » dans la 
théorie des intégrales impropres multidimensionnelles, et le cours 
de géométrie dans la théorie de la cohomologie. Ceci exige certes un 
degré d’orchestration qui n’est pas toujours facile à réaliser. 

Comme les précédents ouvrages de cette série *) celui-ci a sa 
source dans les cours lus à « Mekhmat ». Il est consacré essentielle- 


*) Voir M. Postnikov, Leçons de géométrie: Livre I, Géométrie analyti- 
que, Livre II, Algèbre linéaire et géométrie différentielle, Moscou, éd. Mir, 1981. 
(Dans le texte, on désigne ces livres par I et II. Le chiffre arabe qui suit I'et II 
désigne le numéro de la leçon. (W.d.R.)) 
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ment aux variétés différentiables, les notions de topologie générale 
ne sont pas mises en évidence mais insérées dans le texte. 

Ces dernières années il s’est répandu sur les variétés différentia- 
bles un point de vue assez étrange qui, paradoxalement, est partagé 
par certains mathématiciens de renom. S'appuyant sur le fait qu'une 
variété différentiable peut être interprétée comme le résultat d’une 
tentative naturelle de généralisation axiomatique de la variété traitée 
comme un sous-ensemble de l'espace euclidien et définie par un sys- 
tème d’équations fonctionnellement indépendantes, ils arguent 
qu'étant donné qu'aux termes du théorème de plongement de Whit- 
ney, cette généralisation ne conduit pas à de nouveaux objets, il 
convient de définir la variété comme un tel sous-ensemble et que la 
notion générale de variété n’est qu'un exemple des multiples cons- 
tructions axiomatiques qui apparaissent inévitablement lors de 
l'élaboration des notions mais qu’il vaut mieux ensuite oublier. 
Je ne peux en aucune façon souscrire à ce point de vue et j'estime 
qu'il est faux dans son principe ne serait-ce que parce qu'en pratique, 
par exemple en mécanique, les variétés apparaissent généralement 
sous une forme abstraite, ne sont plongées dans aucun espace euclidien 
et leur plongement de force induit — avec un grand degré d'arbi- 
traire — une structure supplémentaire parfois utile, mais n'ayant 
en grande partie aucun rapport avec le problème étudié. Les adeptes 
de ce point de vue se réclament de Poincaré. En réalité, Poincaré 
a nettement saisi la nécessité d’un concept général de variété et s’est 
spécialement arrêté sur le collage des cartes d'un atlas. La référence 
à l’« extrémisme » de l’axiomatisation est un faux argument, car 
en réalité les variétés sont apparues non pas comme le résultat d'une 
« tentative naturelle de généralisation de la notion naïve de variété, 
définie par des équations » mais comme la réponse à la nécessité de 
définir rigoureusement un concept qui est nécessairement apparu 
dans le cadre de recherches mathématiques. La réalisation progressive 
de ces principes aurait rejeté les mathématiques en arrière, puisque 
par exemple vue sous cet angle l'algèbre linéaire n'aurait pas le 
droit d'exister sous sa forme actuelle en se fondant sur la notion 
d'espace vectoriel considéré comme le « résultat d'une tentative 
naturelle de généralisation de la notion naïve d’espace R" » (ce qui 
est faux comme pour une variété), alors que le théorème d'isomor- 
phisme montre que « cette généralisation ne conduit pratiquement 
pas à de nouveaux objets » (ce qui, bien que vrai, ne prive pas la 
notion d'espace vectoriel de sa valeur). C’est pourquoi dans cet 
ouvrage les variétés sont définies de façon habituelle, i.e. en s’ap- 
puyant sur la notion d'atlas, et les sous-ensembles des espaces 
euclidiens ne sont cités que comme exemples. 

Les exercices proposés sont en règle générale triviaux et sont 
destinés exclusivement à un contrôle personnel du lecteur. Les plus 
difficiles sont donnés en petits caractères. Est également donné en 
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petits caractères un matériel auxiliaire se rapportant plus à l'algèbre 
ou l’analyse qu'à la géométrie. 

Les cinq premières leçons qui ne concernent qu'indirectement la 
théorie des variétés différentiables sont consacrées à la géométrie 
différentielle élémentaire. Après la théorie des courbes (les formules 
de Frenet) on construit la première et la deuxième forme quadratique 
d’une surface, on établit les formules de dérivation de Weingarten 
et on prouve le théorème de Gauss d’invariance de la courbure totale. 
Tout ce qui ne conduit pas directement au théorème de Gauss a été 
oblitéré (les théorèmes de Meunier et d'Euler, les lignes géodésiques, 
les lignes asymptotiques, les lignes de courbure, etc.). En deuxième 
année ces questions sont parfois ajournées jusqu’au milieu du semestre 
(pour pouvoir développer les principales notions de théorie générale 
des variétés différentiables indispensables au cours d'équations 
différentielles). Ceci a certes permis d'éviter certaines répétitions 
(par exemple on n'a plus eu besoin de définir deux fois la diffé- 
rentielle d'une application différentiable: une fois pour les sur- 
faces, une autre dans le cas général), mais s’est peu justifié méthodo- 
logiquement (et a trop subordonné la géométrie différentielle eélé- 
mentaire — qui en principe est locale — à la théorie des variétés). 

À proprement parler la théorie des variétés commence par la 
leçon 6. Les leçons 6 à 15 sont consacrées aux principales notions 
géométriques et aux théorèmes de la théorie des variétés. Si l’on 
veut limiter cet ouvrage à 11 leçons, on peut garder 4 des 5 premières 
leçons et sacrifier les leçons 8, 9 et 10 (qui développent essentielle- 
ment la théorie topologique de la dimension et le théorème de Tikho- 
nov); dans un cours de 16 leçons on peut se séparer de la leçon 10. 
Les autres leçons de ce groupe (qui sont consacrées essentiellement 
aux théorèmes de Sard et de Whitney) doivent à mon avis être con- 
servées dans toute variante. 

Dans la variante à 11 leçons, le cours s’arrêterait là. Du reste 
il est possible dans ce cas, en abrégeant et comprimant l'exposé, 
d'économiser une heure et demie pour développer une partie des 
leçons 16 et 17. La théorie des formes différentielles (leçons 18, 19 
et 20) serait reportée au prochain semestre (ou laissée à la discrétion 
du professeur d'analyse). 

Dans la version à 16 leçons on peut éviter ce report et clôre le 
cours par la leçon 20 dans laquelle on démontre sur l’exemple de la 
sphère les diverses méthodes de calcul des groupes de cohomologie 
de de Rham. |A noter que cela reviendrait à exclure les leçons 24 
à 29 qui seraient à la charge du professeur d’analyse.] 

Dans les leçons 21, 22 et 23 on tente pour la première fois d'expo- 
ser d’une façon assez complète la théorie de l’homologie et de la coho- 
mologie — jusqu'aux suites spectrales! On a pu le faire en rompant 
avec le point de vue traditionnel et en renonçant à l'exposé de la 
théorie simpliciale de l’homologie qui passe pour ètre géométrique- 


PRÉFACE 13 


ment suggestive. [11 m'est agréable de signaler que la même appro- 
che — mais à un niveau plus poussé — a été adoptée dans l'ouvrage 
de Bott R. & Tu L. « Differential forms in algebric topology » 
que nous recommandons vivement à ceux qui désireraient connaître 
les idées et les constructions fondamentales de la théorie classique 
de la cohomologie dans un esprit moderne.] Si l’on manque de temps, 
on peut sauter la deuxième moitié de la leçon 22 et la leçon 23. 

Enfin les leçons 24 à 29 que l’on peut partiellement intervertir 
avec les leçons 21, 22 et 23 sont consacrées à l’intégration. L'exposé 
a été sciemment abrégé (on ne dit rien par exemple des fonctions 
d'ensembles additives), car ces leçons ne reflètent qu'une partie 
de la situation générale, l’autre partie se rapportant à l'analyse. 
La leçon 28 peut être entièrement confiée au professeur d'analyse. 
On peut aussi se limiter à la seule leçon 29 qui est indépendante des 
quatre leçons précédentes. 


Mikhaïl Postnikov 


LEÇON PREMIÈRE 


Lignes simples du plan. — Définition d’une ligne par une équation. — 
Théorème de Whitney. — Courbes de Jordan. — Courbes régulières 
et différentiables. — Courbes non paramétrées. — Paramètre naturel. 


Il existe plusieurs procédés de définition rigoureuse de la notion 
intuitive de ligne, procédés qui conduisent généralement à des résul- 
tats distincts. Néanmoins, dans les situations élémentaires toutes 
ces approches donnent pratiquement la même chose. 


* + + 


Etudions d’abord les lignes sur le plan. 

Un ensemble F du plan s'appelle graphique s’il existe un système 
de coordonnées (euclidiennes ou affines) x, y et une fonction diffé- 
rentiable (ou continue) f: Z —R définie sur un intervalle (fermé, 
semi-ouvert ou ouvert) / de l’axe réel R, telle que tout point de 
coordonnées zx. y appartient à l’ensemble T si et seulement si x € 7 
et y = f (x). Intuitivement tous les graphiques sont manifestement 
des lignes. 

On dit qu’un point p, d'un ensemble C du plan est simple s'il 
existe un disque ouvert U de centre p, tel que l'intersection U NC 
soit un graphique. 

Un ensemble C est connexe s’il ne peut être partagé en deux en- 
sembles tels que tout point d’accumulation de l’un n'appartient pas 
à l’autre. (De façon imagée cela signifie que cet ensemble est com- 
posé d'un seul morceau.) 

Un ensemble C du plan est une ligne simple s'il est connexe et 
composé uniquement de points simples. 

Exercice 1. Montrer que tout graphique est connexe (donc, est 
une ligne simple). 

Les procédés de définition rigoureuse de la notion de ligne diffc- 
rent essentiellement par l'acception des points non simples. Nous 
escamoterons ces questions en convenant une fois pour toutes de 
n’envisager que des lignes simples. 

Une ligne simple peut posséder (ou non) des extrémités. Elle ne 
peut avoir plus de deux extrémités. Une ligne simple à deux extré- 
mités (de la forme d’un intervalle fermé courbé de l'axe numérique) 
est dite fermée, une ligne à une seule extrémité (de la forme d'un 
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intervalle semi-ouvert courbé de l'axe numérique), semi-ouverte. 
Une ligne simple sans extrémités peut avoir la forme soit d’un inter- 
valle ouvert courbé de l'axe numérique, soit d'un cercle courbé. 
Dans le premier cas elle est dite ouverte, dans le second, fermée. (Par 
conséquent, le mot « fermé » est pris dans deux sens pour les lignes 
simples ! Cette ambiguïté historique ne doit pas être perdue de vue.) 


* à + 


Les lignes du plan sont définies le plus souvent par des équations 
de la forme 


(1) F (x y) = 0, 


où z, y sont des coordonnées (affines ou rectangulaires) du plan, et F 
une fonction de x, y. [Affirmer qu’un ensemble £ est défini par une 
équation (1), signifie par définition qu'un point p du plan appartient 
à £ si et seulement si ses coordonnées x, y satisfont à l'équation (1). 
Si F est traitée comme une fonction sur le plan, ceci signifie que 
p € £ si et seulement si F (p) = 0.] 

Certes, pour obtenir une ligne (dans un sens ou dans l’autre) 
il faut soumettre la fonction F à certaines conditions. En premier 
lieu, il est naturel d'exiger qu'elle soit continue. [Si l'on envisage 
des fonctions discontinues, on peut à l'aide de l’équation (1) définir 
un ensemble arbitraire À de points du plan ; il suffit de prendre pour F 
la fonction 1 — X, où est la fonction caractéristique de l’ensemble 4, 
i.e. une fonction égale à 1 sur À et à 0 en dehors de À4.] 

Rappelons du cours d'analyse qu'un point p du plan (ou d’une 
façon générale d’un espace métrique, en particulier, euclidien) est 
un point intérieur d'un ensemble À s’il existe un € >> 0 tel que le 
e-voisinage de ce point (une boule ouverte, ou un disque dans le 
plan, de rayon & et de centre p) est entièrement contenu dans À. 
Un ensemble composé uniquement de points intérieurs est dit ouvert. 
Un ensemble C est fermé si son complémentaire est ouvert ou, ce 
qui est équivalent, si la limite de toute suite convergente de points 
Pn € C appartient aussi à C. 

Un sous-ensemble d'un espace # affine (réel et de dimension 
finie) est fermé (resp. ouvert) s'il l’est pour une métrique euclidienne 
sur #. 

Exercice 2. Montrer que si un sous-ensemble d’un espace affine # 
est fermé (resp. ouvert) pour une métrique euclidienne sur #, il 
l’est pour toute autre métrique. 

Remarque 1. Une ligne simple fermée du plan est un ensemble 
fermé (et borné) dans chacune des deux acceptions du terme « ligne 
fermée ». En revanche, aucune ligne simple — même ouverte | — 
n'est un ensemble ouvert. Plus, il existe des lignes ouvertes (le 
graphique de la tangente par exemple) qui sont des ensembles fermés 
(nécessairement non bornés). 
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Remarque 2. Il est immédiat de voir qu'aucune ligne simple ne 
possède de points intérieurs. Pour cette raison, Cantor a proposé de 
définir les lignes du plan comme des ensembles fermés sans points 
intérieurs. Cette définition est attrayante, mais elle est trop générale 
pour la plupart des théories mathématiques (elle occulte par exemple 
les lignes simples ouvertes). 

Il est évident que si une fonction continue F est définie sur un 
espace métrique Z, l’ensemble de ses zéros est fermé. Ceci signifie 
qu'une équation (1) avec une fonction F continue ne peut définir que 
des ensembles fermés du plan. 


Exercice 3. Montrer que. réciproquement, pour tout ensemble fermé C 
d'un espace métrique .Ÿ il existe une fonction continue F définie sur 4 telle 
que p € C'si et seulement si F (p) =0.[Nota. Envisager sur ® la fonction 


F(p)= inf p(p, gg}, pEX, 
qeC 


qui donne la distance de p à C; ici p est la métrique de .] 


Un point d’un ensemble (1) est dit non singulier ou encore régulier 
si en ce point les deux dérivées partielles 


9F © 
ôz ? ôy 


de la fonction F existent, sont continues et non toutes deux nulles. 
Les autres points de l’ensemble (1) sont dits singuliers. 

Le classique théorème des fonctions impli- 
cites affirme qu'au voisinage d'un point régulier tout ensemble (1) 
est un graphique, i.e. tout point régulier est un point simple. (La 
réciproque est fausse. Par exemple, pour F (x, y) = x (1° + y) 
l’ensemble (1) est composé des points de l'axe des ordonnées zx = 0, 
donc tous ses points sont simples. Pourtant le point (0, 0) est un 
point singulier.) 

On en déduit que l'ensemble de tous les points réguliers de tout 
ensemble (1) est la réunion de lignes simples (se joignant en des points 
singuliers). Donc, si les points singuliers sont en nombre fini, un 
ensemble (1) correspond bien à l’idée intuitive d’une ligne. (Et il 
mérite bien son appellation.) Mais la situation change complètement 
s’il existe une grande quantité de points singuliers. Plus exactement, 
le mathématicien américain Whitney a prouvé que tout sous-en- 
semble fermé du plan peut être défini par une équation (1) avec une 
fonction F indéfiniment différentiable. 


+ + * 


Le théorème de Whitney opère dans un espace affine # de points 
de dimension finie. Chaque fonction F peut être définie sur cet espace 
muni d’une origine O comme une fonction sur un espace vectoriel 
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associé 7? , donc après choix d’une base e,, . .., e, dans 7°, comme 
une fonction sur l'espace arithmétique R”". Une fonction F est une 
fonction différentiable de classe C® si, traitée comme une fonction 
sur R", elle admet des dérivées partielles continues de tout ordre. 
(11 est clair que si cette condition est remplie pour un repère 
Oe, . . - en, elle le sera pour tout autre repère.) 


Théorème 1 (théorème Whitney). Pour tout sous-ensemble fermé C 
d'un espace affine # il existe sur Æ une fonction F différentiable de 
classe C®+ telle que p € C si et seulement si F (p) = 0. 


Graphique de la fonction « 


La démonstration du théorème 1 s'appuie sur le lemme suivant 
qui présente un intérêt propre: 

Lemme 1. 7! existe une fonction «a: R — R monotone différen- 
tiable de classe C® telle que 

190< at) < 1 pour tout t ER, 

2° a (t) = 0 si et seulement sit < 0. 

Démonstration. Posons 


9 e-l/t si t>0, 
(2) a(#) = | O0 sinon. 


Il est clair que la fonction (2) est monotone et possède les propriétés 
10 et 2°. De plus il est évident que pour t # 0 elle est indéfiniment 
dérivable. Donc, il faut prouver seulement que cette fonction est 
indéfiniment dérivable pour t = (0. 

Rappelons à cet effet qu'une fonction f définie au voisinage du 
point t = 0 est dérivable en ce point si existent les limites 

1+0 t40 

(les nombres dérivés à gauche et à droite de f en t = 0) et si ces 
limites sont égales. 


D'autre part, si une fonction f est dérivable au voisinage de 
t — 0, sauf éventuellement en ce point, et si existent les limites 


(4) limf'(t), limf'(e), 
tt0 t40 


2—0964 
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il résulte directement du théorème des accroissements finis de La- 
grange que les limites (3) existent et sont égales à (4). 

Puisque les limites à gauche (4) des fonctions f — a) existent 
de toute évidence et sont nulles (car ces fonctions sont identiquement 
nulles pour { << 0), il suffit, pour démontrer le lemme 1, de montrer 
que pour tout nr => 0 la limite 


Jim at") (t) = lim (e-1/1}0 
1+0 t#0 


existe et est nulle. 
Mais il est immédiat que pour tout rz = Oona 


(e-1)m=e-tp, (+), 


OÙ Pn —= Pn (T) est un polynôme de degré 2n. [Cette formule est 


Graphique de la fonction $ Graphique de la fonction À 
vraie pour n = 0; si elle l’est pour un 2:>0, alors 
4 ‘ 
1 1). | e-1/t L1\|— 
(e-1/1}n+ = [e l'pn | } — 
1 1 1 ,/1 L 1 
ef (+) (+) ee pau (+): 


OÙ Pn+1(7)=T?ph(T)—Tp,(T) est un polynôme de degré 2r+ 


+ 2]. 
Donc 
lim (e-1/)0= Jim 2 @ 0, 
t40 t-+o (© 
c.q.f.d. © 


Corollaire 1. Pour tout segment a, bl de l'axe R il existe une 
fonction B : R— R différentiable de classe C® telle que O <B (1) < 1 
pour tout t ER et 

4 pour t<a, 
P = | à 
O0 pour t1=>b. 
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Démonstration. Il suffit de poser 


= @(b—t) 
POST +065: 
où « est la fonction du lemme 1. 

Remarque 3. Par analogie, on peut construire des fonctions de 
classe C® ayant un comportement plus compliqué. Par exemple, 
pour tous nombres a << c << d << b la formule 

_ a (B—1t—C|) 
A (= a(B—|t—Cl)+a(lt—D1—A) ? 


A= d—c B= b—a C= b+a D=— d+ec 


2 2 2 2? 


définit une fonction de classe C®, nulle à l'extérieur de [a, b] et 
égale à l'unité sur [c, d]. Nous aurons besoin de cette fonction dans 
la leçon 15. 

Soit 7 un espace vectoriel euclidien. _ 

Notations. Pour tout r >0, par B7° (ou simplement B,) 
on désignera une boule de rayon r et de centre 0 dans 7, i.e. l’en- 
semble de tous les vecteurs x € 7” tels que | x | < r. La boule ouverte 
correspondante (l’ensemble des vecteurs x € 7° tels que [x | <r) 


sera notée B7°. 


Si F =R”", on écrira généralement B7 au lieu de B;”. 

Dans un espace ponctuel euclidien # la boule de rayon r et de 
centre p sera désignée par B# (p) (et la boule ouverte par B# (p)). 
Ces notations seront utilisées tout au long de cet ouvrage. 

Corollaire 2. Pour tout point p, d'un espace ponctuel euclidien # 


et tout r > 0, il existe une fonction f: #4 +R telle que0<Lf<LA1 
sur # et 


: si et seulement si pEB, (Po), 
J{p)= 0 si et seulement si p Be, (Po) 
Démonstration. Il suffit de poser 


fGŒ@) =B(Ix }), 


—> 

où x = pop est le rayon vecteur du point p, d'origine p,, et B la 

fonction du corollaire 1 construite pour le segment Îr, 2r]. O 
Rapportons # à un système de coordonnées rectangulaires. 

On dira qu’un point pE # est rationnel si ses coordonnées le sont 


toutes et qu'une boule B, (p) est rationnelle si son centre p et son 
rayon r le sont. 


2e 
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Lemme 2. Tout ensemble ouvert U © #4 est la réunion d'une famille 
dénombrable (ou finie) de boules rationnelles, i.e. il existe des points 


rationnels qi, - -., {mr - - . et des nombres rationnels r;, ..., ms + .. 
tels que 
(5) U— U, B,., (9m) 


Démonstration. Par hypothèse, pour tout point pE UV 
il existe un & >> 0 tel que B, (p) € U. Considérons la boule ration- 


nelle B, (g), où gqg est un point rationnel tel que p (p, g) << e/2, 
et r un nombre rationnel tel que p (p, g) <<r << e/2 (le point get le 


nombre r existent, car tout nombre réel peut être approché d'aussi 
près que l’on veut par des nombres rationnels). Puisque p (p, qg) <r, 


on ap EB, (g), et comme 
p (x, p) << p (x, 9) +p(p, 9 L<2r<e 


pour tout zEB, (g), il vient B, (g) € B, (p) a U. 
On voit donc que tout point p € U est contenu dans une boule 


rationnelle B, (g) & U. Ceci signifie que l’ensemble U est la réunion 


des boules rationnelles B, (g) construites pour tous les points p € U. 
Or l’ensemble des boules rationnelles de l’espace # est visiblement 


dénombrable. Donc l'ensemble des boules B, (q) est au plus dé- 
nombrable. En les désignant par B,_ ({m) on obtient le développe- 


ment (5). O 
Tout est prêt maintenant pour la démonstration du théorème 1. 
Démonstration du théorème 1. Sans perdre en 
généralité on peut de toute évidence admettre que l’espace affine 
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envisagé Æ# est euclidien, donc le complémentaire U = #4 XC 
de l’ensemble C se représente sous la forme (5). Soit f, la fonction 
du corollaire 2 du lemme 1 correspondant au point q, et au nombre 
Tm/2. Cette fonction (donc chacune de ses dérivées partielles) est 
identiquement nulle à l'extérieur de l’ensemble compact (fermé et 
borné) B, (qm). Donc, pour tout k=> 0 il existe un nombre c£, > 0 
tel que le module de chaque dérivée partielle d'ordre 4 de la fonction 
Îm soit inférieur à ck, sur l’espace # tout entier. Soit 


Cm=max (1, «0, ci, ..., cn). 
Considérons la série de fonctions 


(6) D me. 
ms 1 


Puisque par construction cm > 1 et fm < 1, cette série est majorée 
par la série numérique convergente 


à 
(7) D +. 
m= 1 
Donc, la série (6) converge vers une fonction F: #4 —+R. Si 
pEC, alors p£B, (qm) pour tout m1, et par conséquent 


Îm (P) = 0. SipéC(i.e p EU), il existe un m >1tel qupEe 
€EB, ,(qm). Alors fn (p) Æ 0 et par suite F (p) Æ 0. Donc, F (p) — 
— 0 si et seulement si pEC. 

D'autre part, puisque pour tout m => k chaque dérivée partielle 
d'ordre À du m-ième terme de la série (6) est visiblement inférieure 
au m-ième terme de la série (7), alors en dérivant k fois la série (6), 
on obtient une série dont tous les termes, à l'exception possible des X 
premiers, sont majorés par ceux de la série (7) et cette série est donc 
uniformément convergente. En vertu du classique théorème de déri- 
vation des séries, la somme de la série (6) est indéfiniment dérivable 
(et chacune de ses dérivées partielles est la somme de la série formée 
avec les dérivées partielles correspondantes de la série (6)). 

Ce qui achève la démonstration du théorème 1. [] 


* * + 


Une autre approche de la notion de ligne, liée généralement au 
mathématicien français Jordan, définit cette dernière comme la 
trajectoire d'un point mobile. Les lignes au sens de Jordan seront 
appelées courbes. 

Suivant Jordan, on appelle courbe dans un espace affine #4 à n 
dimensions une application continue 


(8) y: Îl— A, 
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où 7 est un intervalle de l’axe R (ouvert, semi-ouvert ou fermé), 
i.e. si un repère est choisi dans #, une fonction vectorielle continue 


(9) r=r(t), tel, 


à valeurs dans l’espace vectoriel associé 7’. 
En coordonnées affines zx, ..., x" la courbe de Jordan (8) 
est définie par les fonctions numériques continues 


(10) xl=zt(t), ..., x" =" (t), 1tEJL. 


Les équations (9) et (10) s'appellent équations paramétriques de la 
courbe (8) (resp. vectorielle et analytiques). 

Signalons que contrairement aux lignes les courbes sont des 
applications et non des ensembles. 

Mais dans la pratique il est plus commode de manipuler les 
courbes, du moins sur le plan de la terminologie, comme si elles 


X 


) ÿ 


Folium de Descartes tronqué 


étaient des ensembles. Par exemple pour tout t, € Z, le point pos — 
— y (t) de l’espace s'appelle point de la courbe (8) associé à la 
valeur t, du paramètre et on dit encore que La courbe (8) passe par le 
point p, pour t = t,. Lorsque l'intervalle Z est fermé (i.e. est de la 
forme [a, b]) les points y (a) et y (b) s'appellent extrémités de la 
courbe (9). On dit encore que la courbe (8) relie les points y (a) et 
y (b), etc. 

Si y (a) = y (b), la courbe (8) peut être traitée comme une appli- 
cation continue du cercle. De telles courbes sont dites fermées. 

Si l’on veut faire une distinction entre une courbe et l’ensemble 
de ses points, on appelle ce dernier support de la courbe. Donc, le 
support de la courbe (8) n’est rien d'autre que l’image y (JZ) de l'in- 
tervalle Z par l’application (8). 

En général, le support d'une courbe peut se présenter sous une 
forme qui n’a rien de commun avec l’idée intuitive que l’on se fait 
d’une ligne. Il peut par exemple posséder des points intérieurs et 
même, comme le montre la célèbre courbe de Peano, remplir un 
carré. 
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Une courbe (8) est dite simple si, primo, c'est une application 
injective de Z dans #, i.e. y (£,) = y (t2), tx, te € Z, si et seulement 
si {1 = +, et, secundo, est une application bicontinue (on dit encore 
un monéomorphisme), i.e. telle que si pour une suite {t,} de points 
de l'intervalle J il existe un point t € Z tel que lim y (fm) = y (x), 
alors la suite {f,} est convergente (et lim f,, = t). Une courbe 
fermée 


(11) y: la, bl— Z#, y(a) = 7 (b), 


est dite simple si y (£,) = y (&,) pour t, << t, si et seulement sit, = a 
et &, = b. 

Un exemple typique d'application injective mais non monéo- 
morphe d'un intervalle ouvert dans l’espace # est la courbe 


3t° 3t 
Fete, Von, —1<i<+o 


(« le folium de Descartes tronqué »). 


Exercice 4. Montrer que toute application injective d'un intervalle 
[ = [{a, b) dans # est un monéomorphisme. 


Les supports des courbes simples s'appellent arcs simples. 

Les arcs simples correspondent déjà à l’idée intuitive de ligne: 
en tout cas, du théorème d’invariance topologique de la dimension 
(cf. leçon 8) il résulte qu'ils ne possèdent pas de points intérieurs 
(pour n >> 1 bien sür). Pourtant leur structure peut être assez com- 
pliquée. 

Exemple 1. Soient x = z(t),y = y (t), 0 < t < 1, les équations 
paramétriques de la courbe de Peano dans le plan. Les équations 


z=zxz(t)}, y—=y(t), z=1t,, 0O<t<1, 


définiront alors dans l’espace un arc simple dont la projection sur 
le plan Ozxy est un carré. De façon imagée cela signifie que ce carré 
peut être recouvert par un toit qui n'est pas une surface mais une 
ligne ! 

k + + 


On rappelle (cf. cours d'analyse) qu'une fonction réelle définie 
sur un intervalle Ja, bl est différentiable de classe C', où rest un entier 
naturel ou bien «, si elle possède des dérivées continues de tout 
ordre <r (pour r — œ cette définition signifie qu’existent les dé- 
rivées partielles continues de tous les ordres; cf. plus haut). Pour 
cette raison, une courbe (8) définie sur un intervalle Z = Ja, bl 
sera appelée courbe différentiable de classe C' si toutes les fonctions 
(10) sont des fonctions de classe C’. Puisque les dérivées 


x! w'= 0, i = 1, cos. 7, 
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des fonctions (10) sont les composantes du vecteur 


(12) r'(t=lim (th =re 
h—0 h 


cette condition équivaut à l'existence, pour r 5 æ, des dérivées 
continues de tout ordre 7 (pour r — , des dérivées continues de 
tous les ordres) de la fonction vectorielle (9). 

Dans la suite on admettra toujours que r est assez grand pour 
que les dérivations envisagées aient un sens et, d’une façon générale, 
on omettra de mentionner la classe C”. 

Lorsque l’intervalle Z possède des extrémités (i.e. soit 7 — [a, b], 
soit Z — [a, bl, soit I — fa, b]), la courbe (8) est dite différentiable 
si elle est la restriction d’une courbe différentiable (de classe C”) 
définie sur un intervalle Z’ = J. 

Exercice 5. Montrer qu'il est équivalent de dire que (pour r co) 
les fonctions (10) possèdent sur l'intervalle Ja, bl des dérivées con- 
tinues de tout ordre <r et aux points { — a et/ou t = b les dérivées 
unilatérales respectives. 

Une courbe fermée (11) est dite différentiable si de plus les déri- 
vées unilatérales en t — a et t — b sont confondues. 

Le vecteur (12) s'appelle vecteur tangent à la courbe différentiable 
(11) au point t. En châtiant un peu le langage on l’appelle aussi 
vecteur tangent au point y (t). (Du reste cette terminologie est licite 
pour les courbes simples.) 

À la leçon 15 nous prouverons le théorème de Sard qui entraîne 
en particulier que le support d'une courbe différentiable ne possède 
pas de points intérieurs (et même est un ensemble de mesure nulle). 
La projection d’une courbe différentiable étant de toute évidence 
une courbe différentiable, il s'ensuit que le phénomène décrit 
dans l'exemple 1 est impossible dans la classe des courbes diffé- 
rentiables. 

Il est intéressant de noter qu'une courbe différentiable peut pré- 
senter des points anguleux. 

Exemple 2. La courbe plane d'équations 


(13) za), yj—=a(—t), —oœ<i< Ho, 


où « est la fonction du lemme 1, possède un support composé de 
deux demi-droites de coordonnées zx = 0, y>0 et zx >0, y —0 
se joignant sous un angle droit !: 

Une courbe (8) (ou (11)) est dite régulière en un point t,sir’ (4) 
= 0. Une courbe régulière en tous ses pointss'appelle régulière. 

On remarquera que la courbe (13) n’est pas régulière au point 
anguleux { = 0, ce qui n’est pas un hasard, car on sait du cours d'ana- 
lyse que le support d'une courbe simple (8) régulière en un point & 
possède une seule tangente au point y (t) (de vecteur directeur r’ (£o)). 


COURBES NON PARAMÉTRÉES 


Si 


+ & + 
Deux courbes 
(14) V:l— A, Y*:1I* — 4, 


où Z et Z* sont des intervalles de même type (tous deux fermés, 
ouverts ou semi-ouverts), sont dites équivalentes s'il existe une fonc- 
tion dérivable (de classe C”) 


(19) p: I*— 1] 


dont la dérivée est partout non nulle, et telle que y* = y» ®, i.e. 
telle que 


(16) v* (+) = y (p(t*)) pour tout t* E Z*. 


On dit aussi que la fonction réalise un changement de paramètre 
sur la courbe . 

Les classes d'équivalence des courbes s'appellent courbes non 
paramétrées. Pour distinguer les courbes des courbes non paramétrées 
on appellera parfois les premières courbes paramétrées. 

Une courbe non paramétrée est dite différentiable, simple ou 
régulière selon qu’elle est la classe d'équivalence de courbes para- 
métrées différentiables, simples ou régulières. Cette définition est. 
cohérente puisqu'’une courbe équivalente à une courbe différentiable, 
simple ou régulière est visiblement différentiable ou respectivement 
simple et régulière. 

Si des courbes (14) sont reliées par la relation (16), où œ est en 
général une fonction arbitraire, les supports de ces courbes sont con- 
fondus. Donc, Les courbes équivalentes possèdent le même support (qui 
s’appelle support de la courbe non paramétrée correspondante), mais 
la réciproque est généralement fausse. 

La situation est toutefois meilleure dans la classe des courbes 
simples et régulières. 

Proposition 1. Des courbes (14) simples et régulières possèdent le 
même support si et seulement si elles sont équivalentes. 

Démonstration. Si des courbes (14) sont simples et 
possèdent le même support, alors est définie de façon cohérente une 
application continue (pourquoi?) @ = y-!'cy* de l'intervalle 7* 
sur l'intervalle Z. 11 nous faut donc prouver seulement que œ est 
dérivable et que sa dérivée est partout non nulle. 

Soit t; un point quelconque de l'intervalle Z* et soit t, = @ (t;). 
Si p, = Y* (#5), alors p, = y (t,) et le support des courbes (14) pré- 
sente une seule tangente au point p,. Ceci étant, si r =r(t) et 
r = r* (t*) sont les équations paramétriques vectorielles des courbes 
(14), les vecteurs r° (£,) et r*’ ({5) seront des vecteurs directeurs de 
cette tangente. Donc, ces vecteurs sont colinéaires. 
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La courbe y étant régulière en #,, on a r’ (£4,) 0. Donc, si 
rt=fi(t), ..., x"=f"(t), tET, 
et 
2i=gi(é*), ...,z"=g"(it), EI, 
sont les équations paramétriques des courbes (14), on peut, sans 
perdre en généralité, admettre que LE (to) =£0, donc que es (4) Æ 
20, puisque les vecteurs r’(£,) et r*’(15) sont colinéaires. 


Mais si LÉ (6) 0, le classique théorème de la fonc- 


tion réciproque nous dit que la fonction f! est localement 
daversible, i.e. il existe un intervalle Ja, b[ de l'axe x contenant 
le point zx, —f!{(t,) et sur cet intervalle une fonction t = h (x) 
appliquant cet intervalle sur un intervalle Ja, BÎ de l'axe £ contenant 
le point ?{, (et contenu dans l'intervalle 7) tels que 


k (f: (t)) = t pour tout point t € Ja, BI. 


Ceci étant, la fonction est de même classe C” que f!, et sa dérivée 
n'est pas nulle en x,. 

Par construction, g! (#9) = ft (t,) = x, € la, bl. Il existe donc 
un intervalle Jæ*, B*[ de l’axe £* contenant le point t et contenu 
dans Z* tel que g! (t*) € Ja, b[ pour tout point t* € Ja*, B*[. Donc, 
sur l'intervalle Ja*, B*[ est définie la fonction 


{17) hog': tt h(g" (E*)), 


à valeurs dans l'intervalle Ja, BI. Cette fonction est de classe C” 
et sa dérivée n’est pas nulle au point t°. 

D'un autre côté, par hypothèse, 

f' Cp (+) = g' (*) 

pour tout point &* E I* et tout i = 1, ..., nr; en particulier pour 
4“ Ela*, B*T et i=1. Donc, œ(t*) =(kog!')(t*) pour t* € 
€ Ja*, B*|, i.e. la fonction (17) est la restriction de @ à l'intervalle 
la*, B*{|. Donc, la fonction @ est de classe C” sur l'intervalle 
Jlx*, B*[ et sa dérivée n'est pas nulle en t*. Le point t$ étant un 
point arbitraire de l'intervalle Z* et les intervalles Ja*, B*[ recou- 
vrant entièrement Z*, ceci prouve que la fonction œ est de classe C” 
sur /* et sa dérivée est non nulle sur Z*. [ 

La proposition 1 signifie que les courbes simples régulières sont 
à une équivalence près définies de façon unique par leurs supports 
{donc, peuvent leur être identifiées). Ces supports s'appellent arcs 
simples réguliers. Une courbe simple régulière, dont le support est 
an arc simple régulier %Z, s'appelle aussi une paramétrisation de 
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l'arc Z. En principe, on identifiera les arcs simples réguliers à leurs 
paramétrisations (considérées à une équivalence près). 

Remarque 4. Le problème, semble-t-il naturel, de l'extension 
de la proposition 1 à des courbes arbitraires moyennant des change- 
ments de paramètre plus généraux (par exemple, des changements 
à dérivées nulles) fait partie des (ô combien nombreux!) problèmes 
artificiels sans grand fondement. 

Pour nr = 2 (i.e. dans le plan) tout graphique est visiblement un 
arc simple régulier. Bien plus, le lecteur intéressé peut montrer que 
dans le plan les arcs simples réguliers sont des lignes simples. Donc, 
s'agissant des lignes simples, toutes les définitions rigoureuses de la 
notion intuitive de ligne aboutissent à un même résultat. 

Exercice 6. Montrer que dans le plan toute courbe régulière (8) 
est localement équivalente à un graphique, i.e. pour tout point t{, € 
il existe dans R un voisinage Ja, b[ € J tel que la courbe y | pot 
est équivalente à une courbe d'équations x = t, y = f(t) (donc, 
est une courbe simple régulière). 


Exercice 7. Citer un exemple montrant qu’une courbe régulière qui est 
une application injective peut néanmoins ne pas être une courbe simple (et 
peut même posséder un segment tout entier de points non simples). 


Si l’espace 4 est euclidien, pour toute courbe différentiable (8) 
est définie sur Z la fonction 


tr (t)l, #EZ, 


qui représente la longueur du vecteur tangent r’ (t). Cette fonction 
est visiblement continue, donc, lorsque Z = [a, b], il existe l'inté- 
grale 
b 
s = ( | r°(t) | dé. 
a 


On sait du cours d'analyse que cette intégrale est égale à la limite 
des longueurs des lignes polygonales inscrites dans la courbe (8), 
i.e. à la longueur de la courbe (8). 
Supposons maintenant que l'intervalle Z est arbitraire et soit 
t, EI. La formule 
{ 
(18) s(= (rt, 1er, 


définit alors sur l'intervalle Z une fonction différentiable appli- 
quant Z sur un intervalle J de l'axe s contenant 0. Cette fonction 
s'appelle longueur d'arc. (Signalons qu’elle peut prendre aussi des 
valeurs négatives.) 
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Si s(t) =t—t,, le paramètre t est dit naturel. Donc, par abus 
de langage, on peut dire que le paramètre t est naturel s'il est la lon- 
gueur d'arc. 

La propriété du paramètre d’être naturel équivaut à l'identité 
s’ (t) = 1. Puisque par définition s’ (t) = |r’ (t) |, on voit que le 
paramètre t sur la courbe (8) est naturel si et seulement si 


[r’ ()| = 1 pour tout tE€E I. 


On voit en particulier qu’une courbe de paramètre naturel t est visible- 
ment régulière. 

Réciproquement, supposons qu’une courbe (8) est régulière. Alors 
|r’ ()1>>0 pour tout t € Z, et par conséquent, la fonction (19) 
est monotone et admet la fonction réciproque 


p: J —+ I. 
La courbe 
= Yop: J—+ A 
est équivalente à la courbe y et pour elle 
’ ’ d L 1 
r(s)=r (CE (s)=r HG : 


où { = ps). Puisque s’ (t) = |r’ (t) |, il s'ensuit que 
[r (s)| = 1 pour tout s€J, 


i.e. le paramètre s est naturel sur la courbe y.. 

On voit donc que chaque courbe régulière est équivalente à une 
courbe de paramètre naturel. 

Vu qu'on s’est limité aux courbes régulières (et de plus simples), 
on peut donc, sans perdre en généralité, admettre que toutes les 
courbes envisagées sont de paramètre naturel. [1 importe de noter 
que pour un arc simple régulier le paramètre naturel est défini de façon 
unique à une transformation près de la forme 


tm ti+t 


(i.e. au choix près de l'origine et de l'orientation). 

Dans la suite, le paramètre naturel sera en principe désigné 
par le symbole s. 

On désigneïa la dérivation par rapport à s par un point: 


| 
- d A di 
r(s) = Le , r(s}= 0, .., CtC. 


On a déjà vu que la propriété pour un paramètre s d’être naturel 
équivaut à l'identité 


r(s) |= 1 pour tout se. 
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De ce fait, il est utile de ne pas perdre de vue le lemme suivant 
(dans lequel s n’est certes pas un paramètre naturel) : 
Lemme 3. Soit u —u(s) une fonction vectorielle dérivable telle 


que |u(s) | = 1 pour tout s. Alors 
(19) u(s) u(s) —=0 pour tout s. 
Démonstration. L'égalité | u (s) | — 1 équivaut à l’éga- 


lité u (s)° = 1. Il est aisé de voir que le produit scalaire (de même 
d’ailleurs que le produit vectoriel) des vecteurs est justiciable de la 
formule ordinaire de dérivation d'un produit. En particulier 


(u2)°" = uu + uu = 2uu. 
Donc, si u* = 1, alors uu = 0. QO 
Corollaire. Pour toute courbe r = r (s), où s est le paramètre natu- 


rel, on a 


(20) r (s) r(s)=0 pour tout s. 
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Courbes dans le plan. — Formules de Frenet pour une courbe gau- 

che. — Projections d’une courbe sur les plans de coordonnées du 
repère mobile. — Formules de Frenet pour une courbe dans un espace 

à n dimensions. — Existence et unicité d’une courbe de courbures 
onnées. 


Soit 
(1) v: I 4 


une courbe simple et régulière dans un espace euclidien à x dimen- 
sions £. On a vu à la lecon précédente qu’on pouvait, sans perdre 
en généralité, considérer que la courbe (1) est de paramètre naturel s. 

Soit r = r (s) l'équation paramétrique vectorielle de la courbe (1) 
et soit 


(2) t(s)=r(s) 


un vecteur tangent à cette courbe. Le paramètre s étant naturel, 
le vecteur (2) est un vecteur unitaire, et le vecteur 


t(s)=r(s) 
lui est orthogonal: 


t(s) t(s)—0 pour tout s. 


Définition 1. La longueur |t(s) | du vecteur t (s), qui est dé- 
signée par k(s) (ou simplement par k), s'appelle courbure de la 
courbe (1) au point s (ou au point de rayon vecteur r (s)). 

Pour une courbe plane par exemple 


k(s)=V (5) +(s). 


où z —zt(s) et y — y (s) sont les équations paramétriques analyti- 
ques de la courbe (1) dans un système de coordonnées euclidien zx, y. 
On appelle courbure d'une courbe de paramétrage arbitraire la 
courbure d’une courbe équivalente de paramétrage naturel. La for- 
mule de cette courbure (que l’on peut établir par des calculs simples 
mais assez volumineux à l'aide des seules formules de dérivation 
des fonctions) est assez compliquée même pour les courbes simples : 
k— z"y"—y"x 
[(z°)3+ (y°)33973 
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De façon imagée le nombre k est la vitesse instantanée de rotation 
du vecteur unitaire t. Il est clair que cette vitesse est d’autant plus 
grande que la courbe est « courbée »; d’où le nom de courbure. 

Si le plan est muni d’une orientation, on peut envisager la cour- 
bure relative k.. qui est égale à À (20) ou à —X selon que les vec- 


teurs t et t forment une base directe ou non. Nous aurons besoin 
de la courbure à la leçon 4. 
Exemple 1. Si 


Z=Z +, y—=y, +sm, où + m°—= 1, 


i.e. si la courbe envisagée est une droite, alors zx = 0 et y = 0. 
Donc, 4 — 0 pour tout s, i.e. comme on s'y attendait, la courbure 
d'une droite est identiquement nulle. 

Puisque les fonctions linéaires (et affines) sont les seules fonc- 
tions dont la dérivée seconde soit identiquement nulle, la réciproque 
est également vraie, i.e. toute courbe dont la courbure est identiquement 
nulle est une droite (ou un segment de droite). 

Le point r, = r(s,) de la courbe r =r(s) tel que k(s,) = 0: 
s'appelle point méplat. 

Exemple 2. Les équations paramétriques d’un cercle de rayon À 
sont, de toute évidence, de la forme 


S . $ 
z=Rcos—, y—=Rsin —, 


R À 
où s est un paramètre naturel. Comme 
2= Los 5, y=— sin & 
— —R R' ITR K ? 


on a 
k(s)=— pour tout s. 


Donc, la courbure du cercle est constante et égale à l'inverse 
de son rayon. 

Du théorème général 1 prouvé plus bas il s'ensuit que réciproque- 
ment foute courbe de courbure constante est un cercle (ou un arc de 
cercle). 


Si k(ss) 0 pour une courbe, le nombre R (s:) — 


1 
k (so) 
rayon de courbure de cette courbe en ss. 
Une courbe r —=r(s) s'appelle courbe générique si elle ne pré- 
sente aucun point méplat, i.e. si 4 (s) = 0 pour tout s. En tout point. 
d'une telle courbe est défini le vecteur unitaire 


s'appelle 


n(s)=+, 
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dirigé suivant la normale à la courbe (i.e. suivant la droite perpen- 
diculaire à la tangente au point de contact). 

Les vecteurs t (s) et n (s) forment pour tout s une base orthonormée 
appelée base mobile de Frenet. Les mêmes vecteurs rapportés à un 
point de rayon vecteur r (s) constituent un repère mobile de Frenet. 

Par définition, 

t(s)=#k(s)n(s). 


Etablissons une formule analogue pour le vecteur n (s). Soit 
n(s)=a(s)t(s)+B(s) n(s) 

la décomposition de ce vecteur suivant la base t — t(s), n = n (s). 

Puisque tn = 0, on a tn + tn = 0 (on s’est encore servi du fait 


Repère mobile de Frenet d’une courbe plane 


que le produit scalaire de vecteurs est justiciable de la formule ordi- 
naire de dérivation d’un produit), donc & — tn = —tn = —k. 


D'autre part, = nn = 0 en vertu du lemme 2 de la leçon 1. Ceci 
prouve que pour toute courbe générique on a les formules 


— kn, 
n= —#t 


(on omet d'écrire l'argument s) qui décrivent la rotation instantanée 
de la base mobile de Frenet. 

Les formules (3) s'appellent formules de Frenet pour une courbe 
plane. 

Remarque 1. Dans un plan orienté, on peut définir un repère 
de Frenet pour les courbes sans points méplats en prenant pour 
n (s) le vecteur qui forme avec t (s) une base directe. Dans les for- 
mules (3), il faudra alors remplacer la courbure k par la courbure re- 
lative LATE 


(3) 
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Dans un espace rapporté à un système de coordonnées rectangu- 
laires x, y, z, la formule de courbure s'écrit 


k=V 44. 


Dans l'espace comme dans le plan, la courbe (1) s’appelle courbe 
générique si k (s) = 0 pour tout s. Pour une telle courbe est défini 
le vecteur unitaire 


_ t(s) 
n(S)=E GT 
appelé vecteur unitaire de la normale principale à la courbe. 

Nous pouvons maintenant (dans l'hypothèse que l'espace est 
orienté) introduire un troisième vecteur b (s) formant avec les vec- 
teurs t(s) et ns) une base directe orthonormée t (s), n(s), b (s) 
(i.e. une base telle que b(s) = t(s) X n (s)). Ce vecteur s'appelle 
vecteur binormal et la base t(s), n(s), b(s), base mobile de Frenet 
attachée à cette courbe générique. Les vecteurs t (s), n(s), b (s) 
rapportés à un point de rayon vecteur r (s) constituent un repère 
mobile de Frenet. 


\ 


Repère mobile de Frenet d'une courbe gauche 


Par construction (on omet l'argument s pour simplifier les for- 
mules) 


t— kn. 
De plus, puisque b =t X n, il vient 


b=txn+txn=txn, 


3—0964 
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d’où il s'ensuit que bt = 0. Ce qui prouve, puisque bb — 0 d’après 
le lemme 2 de la leçon 1, que le vecteur b est colinéaire au vecteur n, 
i.e. il existe un nombre x = »x (s) tel que 


= — Xn. 


Le nombre > (s) s’appelle torsion de la courbe au point r (s). C'est 
la vitesse de rotation; du vecteur binormal. 


Une dérivation des égalités nt = 0 et nb = 0 nous donne nt — 


— —nt— —k%et nb = —nb = x. Comme nn = 0 (lemme 2 de la 
leçon 1), on a ainsi’ prouvé que 
= —kt+ xb. 
Donc, pour toute courbe générique on a les formules 
t— 4n, 
(4) n = —kt+ xb, 
b= — xn, 


appelées formules de Frenet pour une courbe gauche. 
Exemple 3. Si la courbe r = r (s) est située dans un plan Il, les 


vecteurs r (s) et r (s) sont parallèles à IT (car il en est ainsi pour les 
accroissements r (s + As) —r(s) et r (s + As) — r (s) des vecteurs 
r(s)et r (s)). Donc, les vecteurs t (s) et n (s) sont parallèles à Il et 
par suite b (s) 1 II. Ceci prouve que b (s) = const, donc que x (s) — 
— 0 pour tout s. Réciproquement, si x (s) = 0 pour tout s, c’est que 
b(s) = b, = const. Alors (r(s)b,) —r(s)b, =t(s) b, — 0 pour 
tout s, donc r (s) b, = const. Ceci exprime que la courbe r = r (s) 
est située dans le plan rb, = const. Donc, une courbe de l’espace est 
une courbe plane si et seulement si sa torsion est identiquement nulle. 

Exemple 4. L'hélice est la trajectoire d'un point se déplaçant 
à une vitesse constante le long d’une génératrice d’un cylindre cir- 
culaire droit animé d’une rotation uniforme autour de son axe. Les 
équations paramétriques de cette courbe sont 


z=acost, y—=asint, z—= bi. 
Puisque z' — —asint, y’ —=acost, z —b,on a 
donc s=ct, où c—Va2+b2. Par suite 


s . S$ b 
T=aCOS—, y—=ASID—, Z2—=—S. 
c c c 
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Mais alors 


= —*< sin À 1 = cos À = 
Sr ec JT cc * ce? 
en en a s 2=0 
I = Ts COS —, = - 3 Sin —; 2 = UV, 


donc 


k=V 2+ÿ +228 2 const. 


Hélice 


Par ailleurs, 


et 
b . os s a 
b=txn=(sin Te CS; +) 
Donc 
b=(— 605 =, sin £,0)=—-<n, 


et par suite 


Par conséquent, la courbure et la torsion de l'hélice sont constantes. 
KE 
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En vertu du théorème général 4 prouvé plus bas on a la réci- 
proque: toute courbe dont la courbure et la torsion sont constantes 
est une hélice (ou un arc d’hélice). 

Remarque 2. A noter que la notion de courbe générique n'admet 
pas la même interprétation dans l’espace et dans le plan. Pour réa- 
liser cette unité, il faut, dans le cas des courbes planes, envisager 
la courbure relative et non pas la courbure absolue. Cf. remarque 1. 


k *& 


Pour étudier une courbe gauche r = r (s) au voisinage de l’un 
quelconque de ses points, plaçons l'origine © des coordonnées en ce 


à 
0 to 
Projecti Le Profecti 1 
Projection sur plan Jection sur Le plan Frocèon sur Le plan 


point et prenons pour base i, j, k la base mobile t,, n,, b, au point O. 
On a alors 


r(0)=0, r(0)=to=i, r(0)= kon = koi, 
Tr (0) = kon + kon = — Ki + ko + koxok, 


où Xp, k, et x, sont les valeurs des fonctions 4, k et x pour s = 0. 
La formule de Taylor nous donne donc 


r(s)=r(0) +57 (0) +5 Fr (0) +5 r (0)+... = 


=(s+...)i+(s+...)j+( Fo S° + ….) k, 


ce qui exprime qu’au voisinage du point © la courbe r = r (s) est 
définie par les équations paramétriques 


Z=S+... 
y= st... 


z = He ss + .. 
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Si ko 5 0, %X9 7 0, la projection de la courbe sur le plan Oij = Ot,n, 
(appelé plan osculateur de la courbe au point O) est approximative- 
ment confondue avec la parabole 


I=S, y= 


la projection sur le plan Ojk = On,b, (appelé plan normal de la 
courbe au point O), avec la parabole semi-cubique 


et enfin la projection sur le plan Oik = Ot,b, (appelé plan rectifiant 
de la courbe au point O), avec la parabole cubique 


ko%o 
2 


Ceci nous donne une idée assez suggestive sur la structure d'une 
courbe gauche au voisinage de l'un quelconque de ses points (en 
lesquels sont non nulles la courbure et la torsion). 


Z=S, 2— s$. 


* + + 


Considérons maintenant le cas général d'un espace euclidien de 
dimension quelconque nr > 2. 

Une courbe r = r (s) de paramétrage s dans un espace euclidien 
orienté à 7 dimensions est dite générique si pour tout s les vecteurs 


:  . (n— 1) 
(9) r(s), «.., Fr (s) 
sont linéairement indépendants. 

En appliquant aux vecteurs (5) le procédé d’orthogonalisation 
de Gram-Schmidt, on obtient un système orthonormal de vecteurs 
t, (s), - .., tn, (s). Soit t, (s) le vecteur (unique) tel que 


(6) t(S) ,...tn1 (5); tn (s) 


soit une base orthonormale directe. 

Définition 2. La base (6) s'appelle base mobile de Frenet de la 
courbe générique. 

Soit 


U= À œytn i=1, ETES 
J= 


(pour simplifier l'écriture on omet l'argument s). Puisque par cons- 
truction le vecteur t;, à = 1, ..., nr — 1, s'exprime linéairement 
i 


en fonction des vecteurs r, ..., r, le vecteur t, s'exprime linéaire- 
I 
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. (4+1) 
ment en fonction des vecteurs r, ..., r. Les derniers vecteurs 
étant des combinaisons linéaires des vecteurs t,, ..., t;+,, Ceci 
prouve que @&;y, = O0 pour j > i + 1. 


D'autre part, puisque tit; —Ô;,y, on a titi+tit,= 0, i.e. 
Œi] + Qi —= 0. 
Donc, &;; = 0 et œ;;y = 0 pour j < i — 1. 


Par conséquent, seuls les coefficients œy, 44 = —@i+,, ; peuvent 
être non nuls. En posant 


k, — Œjas ka — ALT CCE ka 4 = Œn-1, n? 
on voit que 
t.=/ht, 


L= — kits + kots 
(7) ss 


th = — kn-otn-2 + kn-itn , 


th — — Rn-itn-1 


Ces formules s'appellent formules de Frenet pour une courbe dans un 
espace à n dimensions. 

Les fonctions k, = k, (s), ..., kn_, = kh_, (s) s'appellent cour- 
bures de cette courbe. Signalons qu'elles ne sont définies que pour 
les courbes génériques. 

Dans les formules 


. (D 
(8) ti =Bur +... ur, i= 1, .. n—1, 


acquises par le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt, les 
derniers coefficients B,, sont strictement positifs. Donc, il en est 
de même des coefficients y; = Bi; dans les formules inverses 

(t) 
(9) = VYah+ose + Yulti 


Une dérivation de la formule (8) nous donne 
+. . . (à) (i+1) 
ti Biar + (Bio + Bin) r + 0e + (Bis + Pre im) + Bu r 
i=A4, ..., n—1. 
. (i+1) 
En y remplaçant (pour i << r — 1) les vecteurs r, ..., r par leurs 
expressions (9), on obtient les formules (7), ce qui montre que 


ka =BirViss, in =, ..., n—2. 
I1 s'ensuit en particulier que les courbures k,, . .., kn_-+ de toute 


courbe générique sont strictement positives. La courbure k,_, peut être 
de signe quelconque. 
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+ & + 


Montrons maintenant que toutes nr — 1 fonctions 
(10) k (s)> 0, ..., kno(s)>0, k,_,(s) 


(définies sur un intervalle Ja, b[ de l'axe R) peuvent servir de cour- 
bures d’une courbe (régulière mais généralement non simple) et 
que ces courbures définissent cette courbe de façon unique (à une 
congruence près). 

Supposons pour fixer les idées que a << 0 << b. 

Théorème 1. Sur l'intervalle ]a, bl soient données n fonctions 
différentiables (10) toutes strictement positives à l'exception possible 
de la dernière. Pour toute origine O € #4 et toute base orthonormée 
directe i,, ..., in él existe une courbe générique r =r(s), a << s < b, 
et une seule, jouissant des deux propriétés suivantes : 

19 Les courbures de cette courbe sont les fonctions (10); 

2 pour s = 0 on a 


r(0)=0, t(0)=i,, ..., tn (0) = in. 


Démonstration. Nous la ferons en quatre étapes. 

Etape 1. On se servira du classique théorème d'existence et 
d’unicité de la solution (EUS) des équations différentielles linéaires, 
qui se prouve en théorie des équations différentielles. 

Théorème d’EUS. Sur un intervalle Ja, bl soient données m° fonc- 
tions diférentiables Ai (s), à, j = 1, ..., m, et des nombres arbi- 
traires x\, , 9. Il existe alors une famille de fonctions diffé- 
rentiables A (s), : …., Tm(S), a LS < b, et une seule, telle que 

19 Les relations 


z, = A,t;+ ... + Aimtm 
1)" se 


Tm= Amt+... + AmmTm 


sont réalisées identiquement en s, as <b; 
2 pour s=00ona 


z,(0)=20), ..., x, (0)=120). 0 


On appliquera ce théorème aux relations (7) qui, pour les fonc- 
tions données k,, ..., k,_,, sont des équations de la forme (11) 
pour m = n° coordonnées des vecteurs de base t,, ..., t,. En vertu 
du théorème d’'EUS, il existe sur Ja, bl une famille FA fonctions 
vectorielles t, (s), . .., t,_, (s), a << s << b, et une seule, telle que 

19 pour tout son a ide relations (7); 

2 pour s = 0 


(12) t(0)=i, -.. tn (0)=ine 
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Etape 2. Considérons les produits scalaires tit, à, j — 
= 1,..., nr. En vertu de (7) on a pour ces produits 


(tits) = bty+ tits = (— kits + kitius) ti + (— its + hits) 
(on convient quet, = Oet t,+4, = 0), i.e. on a obtenu des égalités 
(43) (Ut;)" — —k; (tits) + k; (ti41ty) — ki (tits) +- k; (tit;+r) 


qui peuvent être traitées comme des équations (41) pour m — 
= __ fonctions tit; Donc, en vertu du théorème d’EUS, 
il existe une seule famille de fonctions tit,, à, j = 1, . .., n, égales 
à Os = iii, pour s = 0 (i.e. à 0 si is j et à 1 si à — j). 

D autre part, une vérification immédiate montre que les équa- 
tions (13) sont satisfaites par des fonctions tit, identiquement égales 
à Ô,,. (En effet, pour i = j — 1, j + 1, tous les termes de la somme 
— k;_ 0.) + ki0i+4, 1— kj-101, + k 04, j+1 sont nuls et pour 
i — j — 1, j + 1, cette somme ne contient que deux termes non 
nuls mais qui se détruisent.) Donc, d’après le théorème d'EUS, 
pour tout s on a les égalités tit, — Ô,;, i, j = 1, ..., nr, qui expri- 
ment que les vecteurs t,, . .., t, forment une base orthonormale 
pour tout s, as < b. 

Cette base étant confondue pour s = 0 avec la base directe i,, . .. 
..., in, On en déduit que la base t,, . .., t, est directe pour tout s, 
aLs< b. 

Etape 3. Prenons les dérivées successives du vecteur t, : 

. (n=1) 
(14) tits ti... U, 


et appliquons-leur le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. 
On ne touchera pas au vecteur t,, puisque c'est déjà un vecteur uni- 


taire. Le vecteur t, est orthogonal à t, d’après le lemme 2 de la le- 
çon 1, donc on doit seulement le normer. D'autre part, puisque 
d’après ce qui a été prouvé le vecteur t, est un vecteur unitaire et 
par hypothèse k, >> 0, la première des relations (7) nous dit que 
It, | = k,. Donc, au deuxième pas du processus d’orthogonalisa- 
tion on obtient le vecteur 


Au troisième pas il faut envisager le vecteur 
t = (At) = kite kite — — kit: + kite Kikots. 


lui soustraire une combinaison linéaire des vecteurs t, et t, de façon 
à obtenir un vecteur qui leur soit orthogonal à tous et enfin le normer. 
Mais comme les vecteurs t,, t,, t; forment, en vertu de ce qui a été 
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prouvé, un système orthonormal et que par hypothèse k,k, > 0, 
cette procédure nous donne de toute évidence le vecteur t.. 

Notre raisonnement étant de toute évidence général, à chaque 
pas de la procédure d’orthogonalisation on obtiendra un vecteur t;, 
i—=1,..., nr — 1, convenable. Ceci prouve que le système de 
vecteurs CT te, rs tn, est un système orthonormal obtenu d’une 
façon unique à partir du système (14) par le procédé d'orthogonali- 
sation de Gram-Schmidt. 

Etape 4. Soit 


& 


(19) r(s)= \ ti(s)ds, a<s<b6. 
0 


Alors r (0) = 0et r (s) = t, (s). i.e. la courbe r —r(s), a < s < b, 
passe par le point O pour $ = 0 et le vecteur t, (s) lui est tangent 
pour tout s. Or, pour chaque courbe, les r — 1 premiers vecteurs 
du repère mobile sont des vecteurs obtenus à partir des 7 — 1 pre- 
mières dérivées du vecteur tangent par le procédé d’orthogonalisation 
de Gram-Schmidt. Donc, d’après ce qui a été prouvé plus haut, ces. 
vecteurs sont confondus avec les vecteurs t,, . .., t:_ 

S'agissant du dernier vecteur du repère mobile, c’ est le seul vec- 
teur unitaire qui forme une base directe avec les rz — { premiers. 
La base t,, ..., t, étant directe, ce vecteur est nécessairement le. 
vecteur t,. 

Ainsi on a prouvé que pour tout s les vecteurs t, (s), . . ., t, (sh 
forment une base mobile de la courbe r = r (s). Puisque ces vecteurs 
sont justiciables des formules de Frenet (7), les fonctions k:; (s), 
i—=1,...,n — 1, qui y figurent, doivent être les courbures de 
la courbe r=r (s). 

Ceci prouve entièrement l'existence d'une courbe r = r (s} 
jouissant des propriétés {1° et 2°. 

L’unicité de cette courbe découle du fait qu’aux termes du theo- 
rème d’'EUS la base mobile t, (s), . .., t, (s) est définie de façon 
unique par les équations (5) et les conditions initiales (12), et le- 


rayon vecteur r (s), de façon unique par la relation r (s) = t, (sh 
(formule (15)) et la condition initiale r (0) = O. 
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Surfaces élémentaires et leurs paramétrisations. — Exemples de sur- 
faces. — Plan tangent et sous-espace tangent. — Applications dif- 
férentiables de surfaces et leurs différentielles. — Difféomorphismes 
de surfaces. — Première forme quadratique d’une surface. — Iso- 
métries. — Premier paramètre différentiel de Beltrami. — Exemples 


de calcul des premières formes quadratiques. — Surfaces développa- 
bles. 


La définition rigoureuse de la notion de surface se fait par ana- 
logie à celle d’une ligne et se heurte à de plus grandes difficultés. 
C'est pourquoi on se bornera pour l'instant à l’analogue de la notion 
d'arc régulier simple ouvert (ce qui ne nous empêchera pas d’envi- 
sager des surfaces plus générales dans des exemples concrets). 

Pour introduire cet analogue on commencera par une applica- 
tion continue arbitraire de la forme 


{1) y: U—+ À, 


où Æiest comme loujours un espace euclidien (ou plus simplement 
affine) de dimension nr > 3, et U un sous-ensemble ouvert et convexe 
i.e. contenant tout souple de points avec le segment de droite qui 
les joint) du plan arithmétique R? (l’analogue bidimensionnel d’un 
intervalle Z = Ja, bl). Lorsque # est rapporté à une origine O, 
l'application (1) est définie par une fonction vectorielle continue 


(2) r=r(u, v}), (u, v)E U, 


à valeurs dans un espace vectoriel associé 7 ; lorsque Ÿ est muni 
d'une base e,, . .., e,, l'application (1) est définie par » fonctions 
aumériques continues 


(3) zt=zi(u, v), ..., x" =zx"(u, v), 


les composantes du vecteur r (u, v) dans la base e,, . .., e,. 

On dit qu'une application (1) est de classe C”, où r est un entier 
naturel ou le symbole , si chaque fonction (3) — ou, ce qui est 
équivalent, la fonction vectorielle (2) — possède des dérivées par- 
tielles continues de tous les ordres <r (on rappelle que pour r = 
cela signifie qu’existent les dérivées partielles de tous les ordres). 
Dans la suite on admettra que le nombre r est fixé une fois pour 
toutes et qu’il est suffisamment grand. [Dans cette leçon, tout nom- 
bre r > 1 nous conviendra, mais à la leçon 5 il faudra que r > 3.] 
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En particulier, pour l'application dérivable (1) sont définies les 
dérivées partielles 


de la fonction vectorielle (2). Une application dérivable (1) est dite 
régulière si les dérivées partielles (4) sont linéairement indépendantes 
en chaque point (u, v) € U. 

Définition 1. On dit qu’une application (1) est une paramétri- 
sation si elle est 

49 dérivable, 

2 régulière, 

3° monéomorphe (i.e. est injective et possède la propriété sui- 
vante: si une suite de points y (un, Ua), (un, vn) € U, de l'espace 
# converge vers un point de la forme y (a, b), où (a, b) EU, la 
suite de points (u,, v,) € U converge aussi (nécessairement vers le 
point (a, b) en raison de la continuité)). 


Exercice 1. Montrer que, si une application (1) est dérivable et régulière, 
tout point (us, vo) € U possède un voisinage V & U sur lequel cette application 
est monéomorphe (est une paramétrisation). 


Définition 2. On dit qu'un sous-ensemble © de # est une surface 
élémentaire s'il existe une paramétrisation y: U— # (appelée 
paramétrisation de la surface T') telle que y (U) = ©. On dit aussi 
que Z est le support de la paramétrisation Y. 

Les surfaces élémentaires sont les analogues bidimensionnels des 
arcs réguliers simples (leurs paramétrisations, les analogues des 
courbes régulières simples). 

Remarque 1. Dans une autre terminologie dont on se servira 
parfois sans le mentionner expressément, on appellera surfaces élé- 
mentaires les paramétrisations (1) elles-mêmes. A la leçon 1 nous 
avons évité cette homonimie en faisant une distinction entre les 
courbes et les lignes. Dans le cas bidimensionnel il n'existe mal- 
heureusement pas de couple de termes analogue. 

Puisqu’on n'étudiera pas de surfaces autres que les surfaces élé- 
mentaires, on omettra dans la suite le qualificatif « élémentaire ». 

La paramétrisation y: U — # d'une surface .Ÿ étant une appli- 
cation injective, pour tout point p € Z il existe des nombres uni- 
ques u et v tels que (u, v) E U et y (u, v) = p. Ces nombres s'appel- 
lent coordonnées du point p pour cette paramétrisation. Ces coordon- 
nées sont traditionnellement affectées des épithètes curvilignes ou 
locales, épithètes qui en principe sont superflues, car ces coordonnées 
sont les seules qui soient généralement envisagées sur les surfaces. 

Par abus de langage on dira aussi parfois que les nombres uw et v 
sont des coordonnées sur la surface (1), en souscrivant à la tendance 
générale à confondre les surfaces et leurs paramétrisations. 
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Chaque courbe de U d'équations paramétriques 
(5) u =ut{t)}, v=vut(t), tEI, 


est envoyée par la paramétrisation (1) de la surface Z dans une 
courbe 


(6) r—=r(u(t),; v(t))}, tElJ, 


de l’espace #. On dit de la courbe (6) qu’elle est située sur la sur- 
face Z et que les équations (5) sont ses équations paramétriques par 
rapport aux coordonnées u et v. 

En particulier, les courbes u = const et v — const (qui sont les 
images des lignes de coordonnées dans UÜ) s’appellent lignes de coor- 
données sur la surface À, et leur ensemble, réseau de coordonnées. 

Pour tous sous-ensembles ouverts U, U* € R°, toute application 


(7) p: U*— U 
est définie par un couple de fonctions 
(8) u—=uqu*,vt), v—uvqu*,u*), (u*, v*) EUX, 


telles que pour tout point (u*, v*) E U* le point (u, v) = (u (u*,u*), 
v(u*, v*)) appartient à U. On dit qu’une application (7) est de 
classe C”’, où r est un entier naturel ou le symbole c, si les fonctions 
(8) possèdent, pour r =£ æ, des dérivées partielles continues de tout 
ordre < r. Une application différentiable (7) est un difféomorphisme 
si elle est bijective et si sa réciproque 


pi: U + U* 


est différentiable aussi. 
Deux paramétrisations 


(9) vi U— A et y*: UF —= 4 
sont équivalentes s'il existe un difféomorphisme (7) tel que 
(10) V* = Vo. 


Puisque la donnée d’une paramétrisation de la surface Z équi- 
vaut à la donnée de coordonnées curvilignes sur ©, on dit aussi du 
difféomorphisme (7) qu’il réalise un changement de coordonnées sur Z 
(ou définit un passage des coordonnées u, v aux coordonnées u*, v*). 

Exercice 2. Montrer que la relation (10) est une relation d’equi- 
valence (i.e. est réflexive, symétrique et transitive) et qu’on peut 
donc parler des classes d'équivalence de paramétrisations. 

Il est clair que les paramétrisations équivalentes possèdent le même 
support. Réciproquement, on peut montrer sans peine que des para- 
métrisations (9) possédant le même support sont équivalentes. Ceci 
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exprime que les surfaces se trouvent en correspondance bijective 
avec les classes d'équivalence de leurs paramétrisations et peuvent 
donc leur être identifiées. 


Exercice 3. Prouver la dernière assertion. (On remarquera que les conditions 
19, 20 et 30° de la définition 1 sont essentielles à sa validité. Comparer avec la 
démonstration de la proposition 1 de la leçon 1.) 


A la leçon 15 on établira une proposition générale dont cette 
assertion (ainsi que la proposition 1 de la leçon 1) est un cas parti- 
culier. 


+ + * 


Exemples de surfaces. 

Pour la suggestion, on se bornera aux surfaces de l'espace eucli- 
dien rapporté aux coordonnées rectangulaires x, y, 2. 

Exemple 1. Les équations 


(11) z=Recosu, y—=Rsinu, z=v 


définissent un cylindre circulaire droit. Ce cylindre n'est pas une 
surface élémentaire au sens de la définition 2, car pour —oœ << u << 
< + tout point de ce cylindre est recouvert une infinité (dénom- 
brable) de fois par les points du plan R°. Pour obtenir une surface 
élémentaire il faut couper le cylindre le long d’une génératrice, i.e. 
assujettir le paramètre uw à la double inégalité 0 << u << 2x dans les 
équations (11). Le cylindre sera alors recouvert par deux cylindres 
ainsi coupés. 

Le réseau de coordonnées du cylindre (11) est composé de droites 
verticales u = const et de cercles horizontaux v = const. 

Exemple 2. Soit x = x (v), z = z (v) une courbe régulière simple 
du plan Oxz ne coupant pas l'axe Oz. La surface de paramétrisation 


(12) x = x (v) cos u, = æ(v)sinu, z—=2(Lv) 


s'appelle surface de révolution, et la courbe x = zx (v), z = z (v) son 
profil. La surface (12) s'obtient par rotation de son profil autour de 
l'axe Oz. 

La régularité de la paramétrisation (12), i.e. l'indépendance 
linéaire des vecteurs 


r, = (—x (v) sin u, x (v) cos u, 0). 
r, = (z’ (v) cos u, x’ (v) sin u, z’ (v)), 
résulte de celle du profil (i.e. de la condition zx’ (uv)? + z' (v)? = 1) 
et du fait que le profil ne coupe pas l'axe de rotation Oz (i.e. du fait 
que x (v) Æ 0). 
Le réseau de coordonnées de la surface (12) est constitué de cour- 
bes obtenues par rotation du profil autour de l'axe Oz (les méridiens) 
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et de cercles perpendiculaires à ces courbes (les parallèles). Pour 
rendre la surface (12) élémentaire il faut la couper le long d’un mé- 
ridien. 

Le cylindre est une surface de révolution dont le profil est une 
droite z = R, z = v. 

La surface de révolution de profil x = Rcosr, z = Rsinv 
(un cercle) est la sphère 


z = Rcosvcosu, y—=Recosvsinu, z— Rsinv 


de rayon R et de centre O. Les coordonnées w et v de la sphère sont 
les notoires « coordonnées géographiques »: la longitude et la lati- 
tude, et les courbes de coordonnées, les méridiens et les parallèles. 


LU 


== 


1 


Cylindre circulaire Surface de révolution 


En toute rigueur, le profil de la sphère est le demi-cercle —1n << 
<v<+n (ce qui exclut les pôles). D'autre part. pour obtenir 
une surface élémentaire il faut éliminer un méridien (« la ligne de 
changement des dates »). 

Exemple 3. Une surface r = r (u, v) s'appelle surface réglée si 


(13) r(u, v) = p(u) + va (u), 


où p (u) et a (u) sont des fonctions vectorielles telles que les vecteurs 
p’ (u) + va’ (u) et a (u) sont linéairement indépendants pour les x 
et v envisagés (de sorte que, en particulier, a (u) == 0 pour tout u). 
À noter que cette indépendance linéaire assure la régularité. La 
courbe de coordonnées u — u, = const est la droite de vecteur direc- 
teur a (u,) passant par le point de rayon vecteur p (u,). Donc, de 
façon imagée, une surface réglée est balayée par une droite mobile 
dans l’espace. Comparer avec la définition 1 de la leçon 1.23. 
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Il est clair qu’on peut, sans perdre en généralité, admettre que 
le vecteur a (u) est unitaire : 


| a (u) | = 1 pour tout u. 
Si p’ (u) = 0 pout tout uw, i.e. p (u) = const, par transport de 
l’origine des coordonnées on obtient, au lieu de (13), l'équation 
(14) r — va (u) 


qui définit un cône dont la directrice est une courbe gauche régu- 
lière r = a (u). [Dans l'équation (14) il faut de toute évidence con- 


Sphère Surface réglée 


Cône Cylindre 


sidérer que v >> 0 ou v << 0 (car le point v — 0 est un point singu- 
lier et partage le cône en deux nappes). Lorsque les génératrices du 
cône coupent une directrice en plusieurs points, il faut astreindre v 
à des contraintes supplémentaires.] 
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Si a’ (u) = 0 pour tout uw, i.e. a (u) = const, la surface (14)est 
un cylindre dont la directrice est une courbe p = p (u) (générale- 
ment gauche). 

Si le vecteur p’ n’est pas identiquement nul, on peut admettre, 
quitte à passer à un plus petit domaine dans R°, que p’ (u) #0 
pour tout u. Alors p — p (u) sera une courbe régulière gauche et on 
peut admettre que w est un paramètre naturel (une longueur d'arc). 
Le cône (14) peut aussi être défini par une équation (13) avec p’ (u) 
= 0. Pour cela il suffit de poser p (u) — a (u) dans (13) (sous réserve 
bien sûr que a’ (u) — 0). 

Si a (u) est un vecteur tangent + (u) à la courbe p = pu), la 
surface (13) s'appelle surface des tangentes. On définit de façon ana- 
logue la surface des normales principales et la surface des binormales. 

Signalons que tous les points de la courbe p = p (u) sont des 
points singuliers de la surface des tangentes. (Ces points en lesquels 
la condition de régularité est violée constituent l'arête de rebrousse- 
ment de la surface des tangentes.) 


+ * + 


Supposons de nouveau que Z est une surface d'un espace affine 
À à n dimensions de paramétrisation r = r (u, v), et soient p, 


Plan tangent 


un point arbitraire de Z et r, = r (u,, v,), le rayon vecteur de p,. 
En vertu de la condition de régularité, les valeurs 


ôr ôr 
lus —= du (Uo, Vo): Lo — "dv (Uo, Vo) 


des dérivées partielles de la fonction vectorielle r = r (4, v) au 
point (u,, v,) sont linéairement indépendantes, i.e. le bivecteur 
luo A Fo0 est non nul. Donc, dans l'espace # est défini un plan de 
bivecteur directeur r,, À r,, passant par p,. L'équation paramétri- 
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que vectorielle est de la forme 
(15) r= ro + aru, + bros 


où a et b sont des paramètres. 

Définition 3. Le plan (15) s'appelle plan tangent à la surface T 
en p,- Le sous-espace correspondant de l'espace vectoriel associé 7 
(qui est composé des vecteurs de la forme ar,, + br., et désigné par 
TZ) s'appelle sous-espace tangent et ses vecteurs, vecteurs tangents 
à Z en p,. Pour souligner que le sous-espace tangent est bidimen- 
sionnel, on l'appelle souvent plan tangent. 

Cette terminologie est justifiée par le fait que le vecteur tangent 


(16) rt) =’ (to) ruo + D’ (bo) Fo 


à une courbe (5) de 2’, passant (disons pour t = {,) par un point p,, 
appartient au sous-espace tangent T,,2 et, réciproquement, tout 
vecteur ar, + br, de T,,7 peut être mis sous la forme (16) (il suffit 
d'envisager une courbe d'équations paramétriques u = u, + at, 
v == v, + bt,t € I, où J est un intervalle de l'axe t tel que (u, + at, 
v, + bt) E U pour tout t ET). Donc, les vecteurs tangents à une surface 
sont des vecteurs tangents à des courbes de cette surface. 

La relation (10) qui définit un changement de coordonnées sur 
la surface Z s'écrit en termes de rayons vecteurs : 


rt Q(u*, vf) = ru (uf, v*), uv (u*, v*)). 
La dérivation de cette formule nous donne 


du dv 
Fe s lu ue los 
(17) « du dv 

LT ut Pre 


Des relations (17) il s'ensuit que les vecteurs ré. et r%.« sont linéaire- 
ment équivalents aux vecteurs r, et r,, donc engendrent le même sous- 
espace. Ceci prouve que pour tout point p € © l'espace vectoriel T,?Z 
est défini de façon unique (i.e. ne dépend pas du choix de la paramé- 
trisation r = r (u, v)). Si l’on change de paramétrisation dans l'es- 
pace T,Z”, seule change (à l’aide des formules (17)) la base r,, r.. 

Les vecteurs de l’espace T,2’ sont souvent désignés par dr 
et leurs coordonnées (dans la base r,,, r,) par du et dv(ces coordonnées 


sont écrites à droite des vecteurs r, et r,). Dans ces notations on 
a donc 


(18) dr = r, du + r, dv 


pour tout vecteur dr de l’espace T,2Z. Ceci étant, il s'ensuit immé- 
diatement des formules (17) que les coordonnées du et dv sont liées 
4—0964 
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aux coordonnées du*, du* dans la base r£., r#. par les relations 


ô 
du = du*+-T du*, 
— Gus 04 + due OÙ 


qui formellement sont confondues avec les classiques{formules des 
différentielles en analyse (ce qui plaide en faveur des notations (18)). 


* + * 


Considérons maintenant, parallèlement à une surface 2° de para- 
nrétrisation y: U — # définie par une fonction} vectorielle r — 


= ru, v), (u, v) EU, une autre surface élémentaire Z de para- 
métrisation y: U —+ A définie par une fonction vectorielle r — 
= ru, v), (u, v) EÜ. 

Les applications et y étant injectives, chaque application 
f: TX définit de façon unique une application f : U + Ü satis- 
faisant à la relation 
(20) foy=vei 


et définissant de façon unique l'application jf. De façon imagée, 
la relation (20) exprime que dans le diagramme 


(21) 


on aboutit au même résultat quel que soit celui des deux chemins 
pris pour aller de U en TZ. (Les diagrammes jouissant de cette pro- 
priété sont dits commutatifs.] 

On dit de l'application f qu’elle représente l'application f dans les 


paramétrisations y et Y et des fonctions 
(22) u=u(u, v), v=v(u, v), (u, v)EU, 


définissant l'application f qu'elles définissent l'application f dans les 

coordonnées u, v et u*, v*. : 
L'application f est différentiable si l'application f,l'est, i.e. si 

les fonctions (22) le sont. Il est clair que cette définition est intrinsè- 
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que (si une application f est différentiable pour un choix des para- 
métrisations y et y, elle le sera pour tout autre choix). 


A toute application différentiable f: ++ et tout point 
p ET associons une application linéaire 


(23) TT T.Ÿ, p=f(p), 
qui envoie un vecteur (18) de T,Z dans un vecteur 
dr= r. du+r« du 


de T.Ÿ , Où conformément aux formules de calcul différentiel 


e du du 

du mir rs du + dv, 
(24) | k 
es dv dv 

dv = du + du 


L'application (23) est définie pour les paramétrisations *, ÿ des 
surfaces Ÿ, Z, d’où la question légitime de son indépendance par 
rapport au choix de ces paramétrisations. 

Supposons par exemple que nous avons remplacé la paramétri- 
sation y par une autre paramétrisation y* : U* — # de la surface 2. 
Par définition, y* = y q, où q: U* — U est un difféomorphisme 
défini par des fonctions 

u—=uq(u*,;u*), v=vl(u*, v*). 
Ceci étant, les bases respectives r,, r, et rue, r.. de l'espace T,® 
seront justiciables des formules (17), et les coordonnées respectives 
du, dv et du*, du* des vecteurs tangents, des formules (19). En coor- 
données u*, v* et u, v, l'application f est définie de toute évidence 
par les fonctions 


u* (u*, v*)= u (u (u*, v*), v(uf, v*)), 
pt (u*, v*)=v(u(u*, v*), v(u*, v*)), 


donc l’image du vecteur dr € T,Z de coordonnées du*, du* dans la 
base rus,r os Par l'application (23) construite à l’aide’des paramétri- 


sations y*, + sera le vecteur dr* € T3 de coordonnées 


* êu 
du * — ne u* + u es dus, 
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dans la baser. , r.. D'autre part, en portant les expressions (19) des 


LPS 
coordonnées du et du dans les formules (24) et en tenant compte du 
fait qu’en vertu des règles de dérivation des fonctions composées 


du ôu | du dv  du* Ou du | du dv  du* 


Ju dus T Ov due — Que? du 0 T 0 dv — Jos? 


ne dv __ ôv* dv ôu ôv dv __ d* 
ôu ôu* dv du* Ou“ ? ôu ôv* dv Ov dv ? 


on trouve aussitôt que du = du* et du = du*, i.e. que dr = dr. 


Ceci montre que le vecteur dr ne dépend pas du choix de la paramé- 
trisation y. On démontre de façon analogue (faites-le à titre d'exer- 
cice) que ce vecteur ne dépend pas non plus du choix de la paramé- 


trisation +. Donc, l'application (23) est définie de façon intrinsèque. 
Définition 4. L'application (23) s'appelle différentielle de l'appli- 
cation f en p (ou partie linéaire principale de f) et se note (df), (ou 


É Exercice 4. L' image d’une courbe (5) de la surface 2 par l’appli- 
cation f est une courbe 


(25) u=uq(u(t), v(t)), v=v(u(t), v(t)}, +EI, 


de la surface Z'. Supposons que pour t = ft, la courbe (5) passe par un 
point p, de ©. Montrer que l’image du vecteur tangent à la courbe 
(5) au point p, par la différentielle (df),, de l'application f est le 
vecteur tangent à la courbe (25) au point f (p,). 


*k à + 


Une application f: © —+ © est un difféomorphisme si l'appli- 
cation f l'est. (Il est clair que cette définition est intrinsèque.) On 
sait du cours d'analyse que le jacobien des fonctions (22) définissant 
le difféomorphisme est non nul: 


Qu du 
ou dv 
| .. 10. 
COR 
du dv 


Ceci exprime (cf. formules (24)) que La différentielle (df), du difféo- 
morphisme f en tout point p € Z est un isomorphisme entre les espaces 


A 


vectoriels T,Z et Lr Z. 


PREMIÈRE FORME QUADRATIQUE D'UNE SURFACE 53 


Pour U = U les formules u = u et v = v définissent manifeste- 
ment un difféomorphisme. On dit de ce difféomorphisme qu'il opère 
par égalisation des coordonnées. 

I] est intéressant de noter que pour tout difféomorphisme f: À — 


— Ÿ et toute paramétrisation y: U — #4 de la surface T il existe 


une paramétrisation y* : ÙU — Æ# de la surface À telle que dans les 
paramétrisations y et y* le difféomorphisme f opère par égalisation des 
coordonnées. En effet, supposons que Ÿ: U — Æ# est une paramétri- 
sation arbitraire de la surface Ÿ et que dans les paramétrisations 
et y l'application f est représentée par le difféomorphisme f: U —+ 
— U. Considérons l'application composée y* — vof. Etant un 
difféomorphisme, l'application f est une paramétrisation de la sur- 
face Z équivalente à la paramétrisation Ÿ. Puisque foy =Yycf = 
— y*ocid, où id est l'application identique, le difféomorphisme 
j est représenté par l’application id dans les paramétrisations y et 
y*, i.e. opère par égalisation des coordonnées. [ 

Nous verrons que cette propriété facilite considérablement parfois 
l'étude des difféomorphismes. 


& à +» 


On admettra maintenant que l’espace # qui contient la surface 2 
est euclidien. Tout sous-espace tangent T,Z hérite alors de la struc- 
ture euclidienne de cet espace et, de plus, le carré de la longueur 
d’un vecteur arbitraire (18) de ce sous-espace est défini par la formule 
(26) dr? = E du® + 2F du du + G dv’, 


a 


où 
E =r, F=r,r,, G=r; 
sont les coefficients métriques de la base r,,, r,. 
Définition 5. La forme quadratique (26) des variables du et dv 
s'appelle première forme quadratique de la surface Z. On la désigne 
généralement par le symbole I ou I (dr). Donc, par définition, 


I = dr*. 


Soulignons que les coefficients Æ, F et G de la première forme 
quadratique dépendent d'un point p € Z et en coordonnées uw, v 
sont des fonctions différentiables 


E =E(u,v), F=F(u,v), G=Giu, pv) 
de u et v. 


Remarque 2. L'expression £ du® + 2F du du + G du* est traitée 
traditionnellement comme une forme quadratique. D'un point de 
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vue moderne, il convient de la regarder comme l'écriture d'une fonc- 
tionnelle quadratique sur l’espace T,7 prenant la valeur E du? + 
+ F du du + G du? sur le vecteur (18). 

La longueur |r’ (t) | du vecteur r’ (t) tangent à la courbe (6) 
sur la surface © est définie en vertu de (16) par la formule 


le (HI=Vr GX =V(u'(Hri+o' (hr = 
où E, F'et G sont naturellement traités comme des fonctions de t: 
E = Eu(t),v(t))}, F=F{utt)},;v(t))}, G=Glut(t), v(t)). 


Pour la longueur s de la courbe (6) on obtient la formule 
b 


(27) s— ( VEu' (+ Fu (00 (tn + Gv (1 dt, 


a 


qui peut être mise sous la forme conventionnelle suivante plus facile 


à retenir 
s — \ VE du’ + 2F du du + G dv, 
L 
où L désigne la courbe (6). La formule 
(28) ds® = E du® + F du du + G dv* 


est d’une forme plus conventionnelle encore (elle s'écrit brièvement 
ds® = I (dr) ou ds? = dr?). Cette relation exprime que la première 
forme quadratique X définit le carré ds® de l'élément de longueur. 

[Insistons bien sur le fait que cet énoncé et la formule (28) sont 
conventionnels. Ils ne servent qu’à écrire la formule (27) sous une 
forme abrégée.] 

On sait du cours d'algèbre linéaire que l'angle 6 de deux vecteurs 
tangents< 


dr=r,du<+r,dv et ôr=r,ôu+r,.ôv 
est défini par la formule 


cos O == — dr 0e 
[dr | |ôr | * 
i.e. par la formule 
(29) cos 0 — E du ôu<+ F (du ôv + ôu du) + G dv ôv 

VE dui+2F du du+G du? VE Gu2+ 2F Ou ôv+ G ôv* 
que l’on conviendra d'écrire sous la forme mnémonique suivante: 
J (d, ô) 


VIT) VI (6) 


cos 0 — 
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On appelle angle des courbes 
r=r(u(t),v(t)) et r, =r,(u, (t), v, (t)) 


d'une surface Z, passant par un même point p, de Z pour { =t,, 
l'angle de leurs vecteurs tangents 


r” (to) — u" (£o) Tu + v' (to) Tr. et r, (to) — u, (to) r'iuo + v, (£o) Tir, 

en P,p. On a 
_ r” (to) ri (to) 
OST re Go 

où 
r” (£o) 3 (lo) = 

= Eu” (to) u, (to) + Fo (u'(to) v, (to) + u: (Lo) D” (to)) + Gov” (to) V, (£o) 

| r° (to)l = V' Eu’ (to)? + 2Fou” (to) v° (to) + Gov° (t0}°, 


| r: (to) = VE; (to)? + 2Fou,; (to) v; (to) + Gov; (to)°s 
et 
o = E (uw, V9) = E (u (t), v (t)), 
F, = Fu, v) = F(u(t), v (t)), 
Go = G (M, vo) = G(u (k), v ()) 


sont les valeurs des coefficients de la première forme quadratique 
au point ps. 

En particulier, le cosinus de l'angle des lignes de coordonnées 
u — const et v = const est défini par la formule 


cos 0 — 1 

VE VG 

d'où il s'ensuit que les lignes de coordonnées u = const et v = const 
sont orthogonales si et seulement si F = ©. 

Nous pouvons donc calculer les longueurs des courbes d'une surface 
et les angles de ces courbes en sachant seulement la première forme 
quadratique de cette surface, i.e. les structures euclidiennes des plans 
tangents. 

Du cours d'analyse on sait que l’aire d'une portion D de la sur- 
face Z est définie comme la limite des aires des polygones appro- 
chant D. Cette limite (si elle existe) s'exprime par l'intégrale 


VTT re) du dv, 


r 
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ruTo 


l = (r,; To) = rule T° 
est le déterminant de Gram des vecteurs r, et r,. [La justification 
intuitive de cette formule est la suivante: on voit sur la figure que 
l’aire d’un parallélogramme curviligne infiniment petit du réseau 
de coordonnées, de sommet (u, v) et de côtés du et dv est approxi- 
mativement égale à celle du parallélogramme du plan tangent, 
tendu sur r,du et r,du. Par ailleurs, il est aisé de prouver, — cf. 


lemme 1, leçon 11.26, — que cette aire est égale à V/T (r,, r,) du dv.] 


EL rc_r 
F G 


r,du 


En analyse, on exprime usuellement ce fait en disant que l'élément 
d'aire d'une surface est égal à V EG — F° du dv. 

Ainsi, la première forme quadratique d’une surface nous permet 
de calculer toute aire de cette surface. 


+ + + 


Pour abréger on appellera isométrie un isomorphisme linéaire 
des espaces euclidiens. Par définition (cf. définition 7, leçon 11.14), 
un isomorphisme linéaire @: % —+ Ÿ, est une isométrie si 


(30) XY = Px- py 


pour tous vecteurs x, y € 7°. Ceci étant, il suftit d'exiger la réali- 
sation de la condition (30) uniquement pour x = y, i.e. une appli- 
cation linéaire p: Ÿ —+ Ÿ, telle que 


(31) x? = (ox)? pour tout vecteur x EF 


est une isométrie. (Pour prouver ceci il suffit d'appliquer la relation 
(31) au vecteur x + y.) 
En coordonnées, l'application œ est définie par les formules 


y'= aix}, 
et les carrés scalaires x°, x € 7, et y?, y € Ÿ,, par les formes quadra- 
tiques 
x = gain, Y° = hijy'y?. 
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Dans ces notations, l'égalité (31) exprime que la substitution des 


expressions yi = ar dans la forme k;yy‘y? doit} nous donner la 
forme giyzix?, i.e. on a les égalités 


8is = hyafai. 


En particulier, pour les espaces euclidiens à deux dimensions 
TZ, T.Ÿ et la différentielle (df)p: TT — T.?, p =f(p), du 
difféomorphisme f: Z ->Ÿ, la réalisation de la condition (31) en 
tout point p € Z exprime que la substitution des expressions (24} 
de du et dv dans la première forme quadratique Ê du? + 2Ë du dv + 
+ G du® de la surface (et la substitution des expressions (22) de 


u et v dans ses coefficients Ë , F et G) nous donne la première forme 
quadratique Æ du® + 2F du du + G du de la surface 2, ï.e. on 
a identiquement en uw et v 


E (u, v)= 
= E(u, (&) +2P (u, v) 2 ou D | (à, o) (+ o 
F(u, v)=— 
(32) = È(&, D LE ) (SE + SE + 
+ê 6 DEL. 
&(u, v) = 


PONT EL ô 2 
= E (u, (SE) +92F (u, D) 2 À LG (ù, v) (+ ep. 
Donc, les applications linéaires 


(dfp: TT TT, Ÿ, p=f(p) 


où f: À — T est un difféomorphisme, sont des isométries pour tout 
point p ET si et seulement si les égalités (32) ont lieu identiquement 
en u et v. 


a 
Pour un difféomorphisme f: Z —+ 2 opérant par égalisation 
des coordonnées, cette condition exprime que les premières formes 
quadratiques des surfaces Z et À sont confondues dans les coordonnées 


envisagées (ou plus exactement qu'elles ne diffèrent que par les 
notations des variables). 


58 LEÇON 3 


Définition 6. On dit qu’un difféomorphisme f: 2 — T est une 
application isométrique (ou simplement une isométrie) de la surface Z 


sur la surface Ÿ si elle envoie toute courbe 

(33) u=ut(t)}, v=uv(t),, a<t<b, 

de la surface Z dans une courbe de même longueur 
u=ut(t), v=v(t), a<t<b, 


de la surface TX, où u (t) —u(u(t), v(t)) et v (t) —=v(u(t), v(t)), 
ie. si 


b 
À VEGu +2F (ju Go (6) + Cv (dt = 


— \ V'ÉGu«yr+2 (ba (0) +G(D D (Hd, 
où | 
EG) =E(u(t),;v(t)), F(t)=F(u(), v()), 
G(t) = G(u(t), v(E)) 


et de façon analogue 
Ê()=É (u(t), v(t), É(D=F(U(E), v(t)), 
G(H)=G(u(), v(). 
Les surfaces pour lesquelles il existe au moins une application 
âsométrique Z — Z sont dites isométriques. 
Proposition 1. Un difféomorphisme f: 2 — Z est une isométrie 
si et seulement si sa différentielle 


hp: TT T À, p=f(p). 


d'est pour tout point p € Y. 

Démonstration. D’après les remarques faites plus haut, 
on peut, sans perdre en généralité, admettre que le difféomorphisme f 
opère par égalisation des coordonnées. L'image de toute courbe (33) 
de la surface Z par le difféomorphisme f sera alors une courbe de Z 
définie par les mêmes équations paramétriques que (33), et affirmer 
que la différentielle (dj), du difféomorphisme f est une isométrie 
en tout point p E Z revient à affirmer que les premières formes 


quadratiques des surfaces Z et 2’ sont les mêmes aux notations près 
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des variables. Donc, les formules (27) seront les mêmes pour les deux 
courbes et, par conséquent, les longueurs de ces courbes seront égales. 
Donc, f est une isométrie. 


Supposons réciproquement que le difféomorphisme f: Æ + 
qui opère par égalisation des coordonnées est une isométrie. Ceci 
signifie que pour toutes fonctions différentiables u = u (t),v = v (1), 
a<t< b, telles que (u(t), v (t)) EU, a t< b, on a l'égalité 


db 
( VEGu G+2F (bu (vu ()+G(t)u (1) di 


| 2 à 
— ( V'Éu' (2+2P (Du'(v' (HG (tv (#7? dt. 


En dérivant cette identité par rapport à b (et en remplaçant b part) 
on obtient, après élévation au carré, l'identité 


E(t)u'(t}2+2F(t)u'(t)v"(t)+G (té) v' (4) = 
= Ê(t}u'(#)2+2F (tj u' (t)o' (+) + (6) v' (4). 


Cette identité doit en particulier avoir lieu pour toute fonction 
affine de la forme 


u(t)=u, +at, v(t)=v, +, 1t]<e, 


où (u,, v,) est un point arbitraire d’un domaine U, & et 6 des nom- 
bres arbitraires et e > 0 un nombre assez petit. Mais dans ce cas 
cette identité devient par la substitution t = 0 


Eee? + 2Fa8 + Gof? = Ego? + 2Fçap + GB, 


où E,, ..., G, sont les valeurs des fonctions £, . .., G au point 
(u,, v), et donc n'a lieu, en raison du choix arbitraire de « et B, 


quesiÆ£, =E,, F, = F,,G =Gyie SE =E, F=FetG=G@ 
partout dans U. Donc, Les applications linéaires (dj), sont des iso- 
métries. ([] 

Corollaire 1. Les courbes homologues de surfaces isométriques se 
coupent sous le même angle et les domaines homologues sont de même 
aire. [) 

Corollaire 2. Deux surfaces sont isométriques si et seulement si elles 
peuvent être munies de coordonnées locales dans lesquelles leurs premières 
formes quadratiques sont confondues. O 

Ce critère est certes au plus haut point inefficace (comment en 
effet deviner l'existence de ces coordonnées ?). L'objectif que l’on 
se fixe (et qui sera atteint à la leçon 9) est de le rendre efficace, mais 
le chemin sera assez long. 
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Si l’on considere une surface flexible et inextensible et qu’on 
la torde arbitrairement, on ne modifiera pas les longueurs de ses 
courbes et on obtiendra donc une surface isométrique. En partant 
de cette constatation. les fondateurs de la théorie des surfaces du 
XIXC siècle ont appelé les isométries déformations. Cette termino- 
logie a subsisté partiellement jusqu'à nos jours, mais actuellement 
les déformations sont comprises généralement sous un sens plus 
étroit, plus exactement comme des isométries qui peuvent être 
reliées à l'application identique par une famille continue d'iso- 
métries. 

Longtemps Îles mathématiciens étaient convaincus que locale- 
ment, i.e. dans un voisinage assez petit d'un point arbitraire, toute 
isométrie est une déformation dans ce sens. Mais tout dernièrement 
N. Efimov a réfuté ce point de vue en construisant un contre-exem- 
ple ad hoc. 

Supposons qu’une surface est peuplée d'êtres doués de raison, 
capables de mesurer longueurs, aires et angles, mais incapables 
d'accéder à l’espace ambiant. Leur géométrie restera inchangée 
par toute déformation de la surface et ils ne remarqueront même pas 
cette déformation. Pour cette raison on dit des surfaces isométriques 
qu’elles ont la même géométrie intrinsèque. 


* & * 


Citons un important exemple de construction géométrique in- 
trinsèque. 

En vertu de résultats généraux d’algèbre linéaire (ci. leçon II 2), 
l'espace dual 7°* de tout espace euclidien 7 muni d’un tenseur mé- 
trique g;, est un espace euclidien muni d’un tenseur métrique gi, 
dont les composantes forment une matrice {||g'?|| inverse de la 
matrice || g;, || des composantes du tenseur g;,;. Donc, pour tout 
covecteur & — (Ë1, -.., E,) de 7* est définie la longueur 
| 8 | dont le carré est donné par la formule 


|S 1° = LEE. 


Dans notre cas, pour l’espace euclidien à deux dimensions 
T,Z la matrice || g,;|| est de la forme 


E F 
F G 


donc la matrice || g'? || est de la forme 
G —F 
— F 


1 
EG—F3 
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Pour la longueur | & | d'un covecteur arbitraire & de T,2 on a donc 


FE 2 = GE — 2FEn + En: 
EG—F: ’ 


où ËÉ et n sont les coordonnées de ce covecteur. 


Un exemple de covecteur & est le gradient (& , +) d’une fonc- 


tion différentiable q = @ (u, v) sur Z. Le carré de la longueur de 
ce covecteur s'appelle premier paramètre différentiel de Beltrami 
de la fonction œ et se note A,®p. Donc, par définition, 


Gp? —2Fpupo + Ep 


Aq= EG—F: 


Cette construction est intrinsèque, i.e. ne dépend pas du choix de 


la paramétrisation, et pour toute isométrie f: À —+ À on a la formu- 
le 


(34) A(p°of) = Apcf 


(vérifiez-le !) Dans ce sens, elle appartient à la géométrie intrinsè- 
que de Ja surface Z. 


Considérons en conclusion quelques exemples de calcul de la pre- 
mière forme quadratique de surfaces gauches. En principe, ces sur- 
faces ne seront pas élémentaires, mais on pourra facilement les y ra- 
mener par découpage et restriction des domaines de définition des 
paramétrisations. 

Exemple 4. L'équation paramétrique du plan Oxy rapporté aux 
coordonnées u = x et v = y est r = ui + vj. Donc, r, = i,r, = j 
et, par suite, £ = 1, F = 0, G = 1, i.e. pour le plan, 


(35) I — du? + dv’, 


(Un résultat qui se devine facilement sans le moindre calcul.) 
I] va de soi que tout sous-ensemble ouvert du plan (traité com- 
me une surface gauche) possède la même première forme quadratique. 
Exemple 5. Pour le cylindre circulaire 


r = Rocosu-i +Rsinu-j +cv-k 
on a r, = —Rsinu-i + Rcosu-jetr, — k. Donc, 
E =r=R?, F=r,;r, =0, G=r;=\1, 


i.e. pour le cylindre, 
I — R° du? + du?. 
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En introduisant la nouvelle coordonnée u, = Ru (et en désignant u, 
de nouveau par u), on ramène cette expression à la forme (35). 

I] existe donc des coordonnées dans lesquelles les premières for- 
mes quadratiques du plan et du cylindre sont confondues! Mais cela 
ne signifie encore pas que le plan et le cylindre (bien sûr découpé, 
cf. exemple 1 ci-dessus) sont isométriques, puisque les coordonnées 
du cylindre ne parcourent qu’une bande de R°, donc le cylindre dé- 
coupé est isométrique à une partie seulement du plan. On exprimera 
ce fait en disant que le cylindre et le plan sont localement isométriques. 

En déformant petit à petit un cylindre découpé, on l’applique 
isométriquement sur une bande de plan. 

Exemple 6. Pour la surface de révolution 


r=z(v)cosu-i +z(v)sinu-j +z(v) -k 
on a 
r, = —Z(v)sinu-i + zx (v) cos u-j, 
r, = z’(v) cos u-i + x’ (v) sin u-j +z’ (v) k. 


Donc, 
E = x (v)° sin? u + x (v)* cos u = x (v)?, 
—= — z(v)sinu-x’ (v) cos u + x (v) cos u-zx’ (v)sinu = 0, 
G = z' (v}* cos u + x’ (uv)? sin u + 2’ (cv) = x’ (v}° + z’ (v}, 


de sorte que 
I = zx (v)° du? + (z’ (v)}° + 7’ (v)°) dei. 


I] est évident que les méridiens et les parallèles de toute surface 
de révolution sont orthogonaux. Donc, on aurait pu établir que 
F = 0 sans le moindre calcul. 

Lorsque le profil x = x (v), z = z (v) d’une surface de révolution 
est paramétré par un paramètre naturel v = s (et donc que x’ (t)° + 
+ z' (uv)? = 1), la forme I s’écrit tout simplement 


I = zx (v)* du? + dr*. 


11 s'avère en particulier que la première forme quadratique d'une 
sphère de rayon 1 est 


(36) I = cos? v du? + du°. 


Les cartographes sa vent qu’aucune portion, même petite, de sphè- 
re ne peut être appliquée sur un plan. Cela signifie qu'aucun change- 
ment de coordonnées ne peut transformer la forme (36) en la forme 
(35). Mais comment le prouver ? La réponse sera donnée à la leçon 5. 

Exemple 7. La chaînette est la configuration d'un fil pesant homo- 
gène dont les extrémités sont fixées, et la caténoïde, la surface de ré- 
volution engendrée par la chaînette. 
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En mécanique (statique) on démontre que la chaînette est le 
graphique du cosinus hyperbolique. Donc, pour la caténoïde, z (v) — 
= Ch v, z(v) = vet, par suite, 


z (v} = ch?v et x’ (0)? + 3° (v)* = sh%v + 1 = chiv. 
Donc, pour la caténoiïde, 
(37) I = ch° v (du° + dv). 


Exemple 8. Supposons qu'une droite perpendiculaire à l'axe 
Oz tourne uniformément autour de cet axe et se déplace simultané- 


Caténoïde Hélicoïde 


ment vers le haut (d’une hauteur proportionnelle à l'angle de rota- 
tion). La surface réglée balayée par cette droite s'appelle hélicoïde. 

Si v est un paramètre sur la droite, et u, l’angle de rotation, l'hé- 
licoïde sera défini par l'équation 


r=vcosu-i + vsinu-j + u-k. 
Donc, | 

fu = —UVsinu-i +vcosu-j + k, 

r, = COS u-i + sin u-j 
et, par suite, 

E=1+w, F=0, G=1. 
Donc, pour l’hélicoïde, 
J = (1 + v°) du + dvi. 
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Transformons cette forme en introduisant de nouvelles coordon- 

nées u,, LV, liées aux coordonnées u, v par les formules 
u=uU,, v=shv,. 
Alors 
4 Hu = 1 + sh°v, = chiv,, 
du — du, du = ch UV; dv;| 
donc (on omet les indices des nouvelles coordonnées) 
= ch? v (du? + du*), 
<e qui est confondu avec la forme (37). 

Ceci prouve que la caténoïde et l’hélicoïde sont localement isomé- 
triques (plus exactement, la caténoïde découpée le long d’un méridien 
est isométrique à la partie 0 < u << 2n de l’hélicoïde), et de plus il 
existe une isométrie transformant les méridiens de la caténoïde en 


les génératrices rectilignes de l'hélicoïde. 
Exemple 9. Pour une surface réglée arbitraire 


(38) r = pu) + va (u), 


où (cf. exemple 3 plus haut) p = p (u) est une courbe régulière de 
paramètre naturel, et a(u) une fonction vectorielle telle que 
| a (u) | = 1 pour tout u, on obtient, en désignant par un point la 
dérivation par rapport à u, 


r,=p+ va, r, = 8. 
Puisque p2— 1 et a2=1, aa—0, il vient 
E—1+92vpa+ va, F—pa, G—1. 
Si en particulier a—p (la surface des tangentes), alors pa = 


—=a=1 (ie F—1) et pa —0, a2— k2, où k est la courbure de la 
courbe p=p (u) (i.e. E—1+k%2v2). Donc, pour la surface des 
tangentes, 


(39) I = (1 + k%v°) du? + 2du du + dut. 


% 


Si au) est le vecteur binormal à la courbe p=pi(u), alors 


pa =0, pa = 0 et a2—x2, où x est la torsion de la courbe p=p(u). 
Donc, pour la surface des binormales, 


I = (1 + x°1°) du° + dui. 
On voit donc que la première forme quadratique de la surface 


des tangentes ne dépend que de la courbure de la courbe envisagée 
et celle de la surface des binormales, que de la torsion. 
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S'agissant de la surface des tangentes, on en déduit que toute sur- 
face des tangentes est localement isométrique à un plan. En effet, con- 
sidérons une courbe plane de même courbure À = k (u) (l'existence 
d’une telle courbe est assurée par le théorème général 1 de la leçon 
2). La première forme quadratique de la surface des tangentes de 
cette courbe sera la forme (39). Mais d'autre part il est clair que la 
surface des tangentes d’une courbe plane est — en dehors de ses 
points singuliers — un domaine du plan. Donc, il existe un change- 
ment de coordonnées transformant la première forme quadratique 


dr? + dy° du plan en la forme (39). (Ce changement de coordonnées 
est de la forme 


z=z(u)+z (u)v, y —=yq(u) +y’(u)v, 
où x (u) et y (u) sont des fonctions telles que z’ (u)* + y’ (u)* = 
= 4 et z”(u}° + y” (u)}? = k (u}.) DO 
On peut réaliser cette isométrie en déformant continüment la 
courbe p = p (u) en une courbe plane. 


Pour cette raison, les surfaces des tangentes s’appellent surfaces 
développables (sous-entendu, sur le plan). 


Lorsque a (u) = p (u), la surface (38) est un cône de sommet en 
l'origine des coordonnées (et la courbe p = p (u) est son intersec- 
tion avec la sphère unité |p | = 1). Dans ce cas, on a 


pa=p= 1, a—1, pa = 0, 
d'où l’on déduit l'expression de la première forme quadratique 
I = (1 + v)? du° + du*. 
Le changement de coordonnées évident (u, v) —> (u, 1 + v) ramène 
cette forme à la forme plus simple 
(40) I = v° du° + du*. 
Introduisons maintenant les nouvelles coordonnées 


ZT —=UVCOSU, y = V Sin u. 
Alors 
dr — — v sin u du + cos u dv, 
dy = v cos u du + sin u dv, 
donc 
dr? + dy? = v* du? + du*. 


Ceci prouve que le cône est aussi localement isométrique au plan 
(plus exactement, chaque nappe du cône, découpée le long d’une gé- 
nératrice, est isométrique à un secteur plan; un fait qui est géo- 
5—0964 
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métriquement évident). Pour cette raison, les cônes sont des surfaces 
développables. 

Remarquons que la forme (10) n’est autre que la première forme 
quadratique du plan rapporté aux coordonnées polaires r = v et 
P = u. 

Enfin, si le vecteur a (u) est constant (donc a = 0), la surface 
(38) est un cylindre. Sans perdre en généralité on peut admettre que 
sa directrice p = p (u) est une courbe située dans un plan orthogonal 


au vecteur a (donc, pa = 0 et pa — 0). Par conséquent, comme 
pour le cylindre droit (exemple 3), 


Pour cette raison, les cylindres font aussi partie des surfaces déve- 
loppables. 

A la leçon 4 on montrera que, parmi les surfaces réglées, seules 
les surfaces développables (i.e. les cylindres, les cônes et les surfaces 
des tangentes) sont localement isométriques au plan, et à la leçon 5, 
que les surfaces développables sont les seules surfaces gauches locale- 
ment isométriques à un plan. 
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Vecteur normal. — La surface, graphique d’une fonction. — Sec- 
tions normales. — Deuxième forme quadratique d’une surface. — 
Indicatrice de Dupin. — Courbures principales totale et moyenne. — 
Deuxième forme quadratique d’un graphique. — Surfaces réglées 
de courbure nulle. — Surfaces de révolution. 


A cette leçon, on se penche plus attentivement sur les surfaces 
dans un espace euclidien orienté à trois dimensions. En général, les 
surfaces seront étudiées localement, i.e. dans des voisinages assez 
petits de leurs points. Donc, on peut, sans perdre en généralité, ad- 
mettre que ces surfaces sont élémentaires. 


* + 


Soient Z une surface élémentaire dans un espace euclidien 
orienté # à trois dimensions et r — r(u, v) une paramétrisation 
de Z. En tout point p CE Z il existe alors un seul vecteur unitaire 
n perpendiculaire au plan tangent et formant une base directe avec 
les vecteurs r,, et r,. Ce vecteur est défini par la formule 

ru X Po 

\ru XTo | 
et s'appelle vecteur normal à la surface Z en p (2t la baser, ,r,.n 
base mobile de la surface). Cf. fig. de la page 48. 

Par définition, le carré de la longueur |r, X r, | du produit 
vectoriel est égal à l'aire du parallélogramme tendu sur les vecteurs 
ru et r», i-e. (cf. leçon 3) au déterminant de GramT (r,,r:) = EG — 

— F° des vecteurs r, et r,. Donc, 
ru X Fo 


D = ———— . 
EG—Fi 


Le vecteur n est généralement calculé à l’aide de cette formule. 


* + € 


Rapportons Z à des coordonnées rectangulaires z, y, z dont 
l'origine © est en p et dont l’axe Oz est dirigé par le vecteur n et 
considérons la matrice jacobienne 


Tu Yu Zu 
To Yo Z 


5e 
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dont les lignes sont les coordonnées des vecteursr, etr,. La condition 
imposée à l'axe Oz exprime en particulier que 


Lu Uu 
TL, Vo 


Donc, en vertu du classique théorème de l'’applica- 
tion réciproque, les coordonnées x et y peuvent être expri- 
mées en fonction de u et v dans un voisinage du point (0, 0). En por- 
tant ces expressions dans la fonction vectorielle r = r (u, v), on 
obtient une paramétrisation de la surface Z (ou plus exactement 
d'une portion de Z contenant le point p): 


= 1. 


T = ZX, 
y = y, 
z= 2(x, y). 


Par définition, cela exprime que localement (au voisinage du point p) 
la surface Test le graphique de la fonction z = z (x, y). 


* + + 


Chaque plan Il contenant l'axe Oz du système de coordonnées 
envisagé s'appelle plan normal à la surface Z au point p et son inter- 
section 11 NZ avec la surface Z, section normale de TZ en p. Tout bi- 
vecteur directeur d’un plan normal Il est de la forme t An ,oùt 
est un vecteur non nul tangent à Z en p défini à une constante multi- 
plicative près. Le vecteur t définit un plan normal unique II que 
l'on désignera par Il: 

Si les coordonnées zx, y, z sont choisies de telle sorte que le vecteur 
t est dirigé suivant l'axe Oz, le plan normal Il, sera le plan de coor- 
données Ozz, et la section normale Z — II f] Z sera définie par 
l'équation z = z (x, 0) (en coordonnées zx, z dans le plan Oxz). Ceci 
prouve que toute section normale est localement (dans un voisinage 
de p) un graphique et, par suite, un arc régulier simple. 

Toute tangente au graphique z = z (x, 0) est située de toute évi- 
dence dans le plan tangent à la surface z = z (x, y) et en même temps 
dans le plan normal. Donc, elle est dirigée par le vecteur t, i.e. le 
vecteur tangent à la section normale en p est proportionnel au vec- 
teur t. 

Puisque le vecteur t est défini par la section normale à une cons- 
tante multiplicative près, on peut, sans perdre en généralité, ad- 
mettre que c'est un vecteur de base (i.e. de longueur 1). En paramé- 
trant la section normale par un paramètre naturel, on peut par con- 
séquent admettre que le vecteur de base t est tangent à la section nor- 
male en p. 


DEUXIÈME FORME QUADRATIQUE D'UNE SURFACE 69 


Si l’on traite la section normale comme une courbe du plan Il:, 
on peut parler de sa courbure relative k.., en p pour l'orientation du 
plan Ï1: définie par le bivecteur t/\ n. En désignant cette courbure 


Section normale 


par # (t), on définit ipso facto une fonction t + (t) sur les vecteurs 
de base de l’espace tangent T,Z.Trouvons l'expression de cette fonc- 
tion à l’aide des coordonnées de t. 


* + * 
Soient 
(1) =u(s), v—=u(s), [S|<s 


les équations paramétriques d'une section normale Z+ de la surfa- 
ce Z, où s est un paramètre naturel mesuré à partir du point p. 
En tant que courbe gauche, %: est définie par une équation paramé- 


trique vectorielle r = r (u (s), v (s)), donc, son vecteur tangent r 
est donné par la formule 

(2) r— ru + r D, 

où comme toujours u et v sont les dérivées des fonctions (1) par rap- 
port à s. 


La dérivée r du vecteur (2) lui est orthogonale et est parallèle 
au plan Il: pour s = 0. Donc, elle est proportionnelle au vecteur n 
pour s — 0. Le coefficient de proportionnalité correspondant”(qui 


est égal au produit scalaire rn) n’est autre (cf. définition de la courbu- 
re relative à la leçon (2 que la courbure relative k (t). Donc, 


(3) k (t) = m. 
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Puisque 
FUTUR EUR U= 
= (ru + rot) u + (ru + rnb) u+ ru + TU — 
= r LU? +2ruv uv + r LL? + ru + r D 
et r,n = 0, r,n = 0, ceci prouve que 


k (t) = Lu? + 2Muv + Nu?, 
où 
(4) L'=r,un, M = Fuch; N = rsn. 
Il est commode de prolonger la fonction t —- k (t) à tous les vec- 
teurs tangents dr = 0 en admettant par définition que 


k (dr) = | Sn ]: 


Comme |dr{?=—dr?=ds*, où 
ds? = E du? + 2F du du + G dv? 


(cf. formule (28) de la leçon 3) et que les coordonnées u et v du 


dr dr ? du , dv . . 
vecteur dr = ds sont égales à Her) il vient 
__Ldu®+2M du du+N du? 
(5) kr) = Eir2r du dr cd : 
[Remarquons que les égalités u = = et v — _ sont formellement 


confondues avec celles — classiques en analyse — des dérivées 

traitées comme des quotients de différentielles. Mais leur significa- 

tion est différente ici, car du et dv ne sont pas des différentielles, 

mais les coordonnées du vecteur tangent dr, et ds est sa longueur.] 
Définition 1. La forme quadratique 


L du? + 2M du du + N di* 


s’appelle deuxième forme quadratique de la surface Z. On la dési- 
gnera par le symbole Il. 

Dars ces notations, la formule (5) s'écrit sous la forme suivante 
facile à retenir: a 


Pour les coefficients de la forme Il, outre les formules (4) on a 


(7) L=—rin,, = — Pl = Fly, NN = —-r,n,. 
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En effet, puisque r,n = 0, il vient r,,n + rn, = 0 et r,,n + 


+r,n, = 0, i.e. L = —r,n, et M — — r,n,. De façon analogue, 
comme r,n — 0, alors r,,n +r,n, = 0 et r,,n + r,n, = 0, i.e. 
= — Fr,ly et N = — ronp. O 
En introduisant le vecteur 
(8) dn = n,, du + n, dv, 


on peut, grâce à ces formules, mettre II sous la forme 
LE = — dr dn 


qui est analogue à l'écriture I = dr” de la forme I. 

Remarque 1. Par analogie, on peut introduire aussi la troisie- 
me forme quadratique III = dn°. Mais nous verrons qu'elle n'apporte 
rien de nouveau, car on montrera qu’elle s'exprime linéairement en 
fonction des formes I et II. 

Les coefficients L, M, N de la forme II sont désignés aussi par 
D, D', D”. 


*k + *& 


Pour représenter la fonction t > k (t) de façon suggestive, le 
mathématicien français Dupin a proposé de considérer sur le plan 
tangent la courbe (appelée aujourd’hui indicatrice de Dupin) qui est 
le lieu géométrique de l’extrémité du vecteur parallèle et de même 
sens que le vecteur tangent unitaire, d'origine le point de tangence 
p (pris pour origine des coordonnées dans le plan tangent) et de lon- 
gueur | (t) | -*/4. Désignons par x et y les coordonnées de cette 
extrémité (dans le système Or,r,); sa longueur s’exprimera alors par 


la formule 
Irre+yrl=VI(zx, y). 


Puisque la courbure k (t) est donnée par la formule (6) qui dans les 
nouvelles notations s'écrit 


__ IT (z, y) 
k(O= Ts : 


on obtient l'équation suivante de l’indicatrice de Dupin 


VTG, y) = L(z, y) 
X (zx, y) = II (z, y) L 


i.e. l'équation 
| ET (x, y) | = 1. 
Ceci prouve que l'indicatrice de Dupin est une courbe d'équation 
| Le? + 2Mazy + Ny° | = 1. 
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Pour LN — M?>>0, cette courbe (ou, plus exactement, l’ensem- 
ble de ses points réels qui seuls nous intéressent) est l'ellipse d'équa- 
tion 
(9) Lr® + 2Mzy + Nyÿ? = e, 


oùe = +1siL>0,et e = — 1 si L< 0. Pour cette raison, le 
point de la surface en lequel LN — M?>>0 est dit elliptique. 

En un point elliptique, les courbures k (t) sont toutes de même 
signe (le signe de Z). Parmi ces courbures il en existe une plus gran- 
de x, et une plus petite x. (si seulement elles ne sont pas confondues, 


Sa 
ts D 


En un point elliptique En un point hyperbolique En un pcint psrsbolique 


Indicatrice de Dupin 


i.e. si seulement l’indicatrice de Dupin n’est pas un cercle), corres- 
pondant aux directions des petit et grand axes de l’ellipse (9). 

Si LN — M?<O, l'indicatrice de Dupin est constituée de deux 
hyperboles 


(10) La? + 2Mzy + Ny° = +1 


d'asymptotes communes. C'est pourquoi le point de la surface en le- 
quel LN — M?<0 est dit kyperbolique. La courbure # (t) prend sa 
valeur maximale k, >> 0 dans la direction de l’axe transverse de l’une 
des hyperboles (10). Lorsque le vecteur tourne, la courbure commen- 
ce par diminuer jusqu’à 0 (la direction du vecteur t est alors confon- 
due avec celle d’une asymptote), puis elle continue de diminuer 
jusqu'à sa plus petite valeur k, << 0 (la direction du vecteur t est 
alors confondue avec celle de l’axe transverse de l’autre hyperbole, 
i.e. avec celle de l’axe non transverse de la première hyperbole). 

Au point en lequel LN — M? = 0 et qui est dit parabolique, 
l'indicatrice de Dupin est définie par l'équation 


(11)! (VILIz+ VIN] y}=1; 


on reconnaît ici un couple de droites parallèles (pourvu que L Æ 0 
ou Ÿ = 0). Dans la direction de ces droites, la courbure k (t) est nul- 
le; dans la direction perpendiculaire, elle atteint sa plus grande va- 
leur (en module) en gardant le même signe. Si L = 0, N = 0 (donc, 
M = 0), la courbure  (t) est identiquement nulle par rapport à t 
(et l’indicatrice de Dupin n'est pas définie). 
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Remarquons que l'indicatrice de Dupin est une conique aux 
points elliptiques et paraboliques, et une courbe d'ordre quatre aux 
points hyperboliques. 

Dans chacun de ces trois cas, la fonction 4 (t) (pourvu qu'elle ne 
soit pas identiquement nulle) atteint deux fois son maximum k, 
et son minimum #.. 


Exercice 1. Montrer que 
k (t) = k, cos? p + k, sin? y, 


où æ est l’angle du vecteur t et de la direction dans laquelle la courbure est. 
égale à k,. Cette formule s'appelle formule d'Euler. 


* + * 


Définition 2. Les nombres k, et k, s'appellent courbures princi- 
pales de la surface au point envisagé. Leur produit 


s’appelle courbure totale (ou gaussienne) et leur demi-somme 
_ kit 
H=—— 


courbure moyenne. 

D'après ce qui précède, À => 0 en un point elliptique, À < & 
en un point hyperbolique, et ÆÀ = 0 en un point parabolique. 

Soulignons que H et À dépendent du point p € ?, i.e. sont des 
fonctions sur Z. Ces fonctions sont différentiables par rapport aux 
coordonnées locales. 

Pour trouver les courbures principales, on aurait pu chercher les: 
directions principales des coniques (9) et (10) (pour la courbe (11} 
le problème ne se pose pas) et former ensuite leurs équations canoni- 
ques. Malheureusement, cette voie implique de longs calculs à cause 
de la non-rectangularité des coordonnées x et y. Nous allons donc/pro- 
céder d’une autre façon en nous adressant directement à la formule 
fondamentale (6). 

D'après cette formule, la courbure X, est un minimum de la 
fonction 


IL (z, y) __ Lr+2Mzy + Ny? 
1(z, y)  Er3+2Fzy+Gyi 
des variables z et y pour (x, y)><(0, 0). Donc, 


IL (z, y) 

I(z, y) Zk 
pour tout (z, y) + (0, 0), l'égalité étant réalisée en un point (zx, y} 
au moins. Comme I (x, y) > 0 pour (zx, y) (0, 0), cette inégalité 
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équivaut à l'inégalité suivante 
IT (x, y) — kI (x, y) > 0 

qui exprime que la forme quadratique II — x, I de matrice 

| L—RE M—k,F 

M—kEF N—k,G 


est positive en tous les points (x, y) +< (0, 0) et nulle au moins en 
l’un d'eux. 

De façon analogue, le nombre k, est caractérisé par le fait que la 
forme quadratique II — k,Ï est positive en tous les points (x, y) # 

=£ (0, 0) et nulle en l’un d'eux au moins. 

Mais il est aisé de voir (immédiatement ou en vertu de la théorie 
générale des formes quadratiques sur le corps R; cf. leçon 11.12) que 
La forme quadratique de deux variables est négative ou positive en tous 
Les points (x, y) 7 (0, 0) et nulle en l’un d'eux au moins si et seulement 
si son rang est < 2, i.e. le déterminant de sa matrice est nul. 

Ceci prouve que les courbures principales k, et k, sont les racines 
de l'équation 


L—kE M—kF 


M—RkF N—kG| = 


ä.e. de l'équation 
(EG — F°)k2 — (EN + GL — 2FM) k + (LN — M?) = 0. 
D'après les formules de Viète on en déduit en particulier que 


_ LN—M® __1 EN+GL—2FM 
K=o=r: HET — 


La première de ces formules trouvera une importante application à la 
leçon suivante. 
à + + 


Supposons que l'espace # est muni de coordonnées x, y, z dans 
lesquelles la surface étudiée est le graphique d’une fonction z — 
— 2 (x, y), et de plus z (0, 0) = O et le vecteur normal au point 
40, 0) est le vecteur unitaire k de l’axe Oz (cf. plus haut). 
Alors au voisinage du point (0, 0}, les coordonnées x et y sont des 
<oordonnées u et v sur la surface et de plus 


ru =(1,0,2) r = (0,1,2,). 


Puisque les vecteurs r, et r, sont en (0, 0) parallèles par hypothèse 
au plan Oxy, il vient 


(Zx)o = 0 et (z,)o = 0 
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(l'indice 0 désigne les valeurs des dérivées partielles en (0, 0)); donc, 
le développement de la fonction z (x, y) en série de Taylor commence 
par les termes du second degré: 


z = + (re + 22 + ty?) +... 
où 
r — (Zzx)or $S — (Zxy)or t = (Guy)o 


{notations de Monge). 
D'autre part, puisque 


ruu —= (0, 0, zx), ruo = (0, 0, Zxy)s Too = (0, O, Zyy) 


on a au point (0, O) 
L=r, M=s, N=t. 


Donc, dans le cas envisagé, la deuxième forme quadratique de la sur- 
face ne diffère que du facteur constant !/, de la somme 2, (x, y) des ter- 
mes du second degré de la série de Taylor de z (x, y). 

Puisque dans un voisinage du point (0, 0) la surface z = z (x, y) 
diffère peu de la surface z = z, (x, y) et que cette dernière est un pa- 
raboloïde elliptique pour rt — s => 0 et un paraboloïde hyperboli- 
que pour rt — s << 0, ceci prouve qu'une surface diffère peu d'un 
paraboloïde elliptique au voisinage d'un point elliptique, et d'un para- 
boloide hyperbolique au voisinage d'un point hyperbolique. 

Ceci nous donne une idée assez satisfaisante du comportement 
d’une surface au voisinage des points non paraboliques. 

Lorsque rt — s — 0, mais soit r Æ 0, soit s 0, la surface 
z = £, (x, y) est un cylindre parabolique. Donc, au voisinage d'un 
point parabolique pour lequel soit L = 0, soit N 0, la surface diffe- 
re peu d'un cylindre parabolique. 

On ne peut rien dire de précis sur la structure de la surface au voi- 
sinage d’un point parabolique en lequel L = 0 et N = 0 (donc, 
M = 0); en général, elle peut être très complexe. 

Les calculs effectués montrent aussi qu'au point (0, 0) on a les 
égalités £ = 1, F = 0 et G = 0 pour la surface envisagée, d'où il 
résulte qu'en ce point 


K=rt—s et H— TEL. 


D'autre part, un calcul immédiat (que l'on peut faire mentale- 
ment si l’on remarque que la dérivée (fg)' du produit fg de fonctions 
f et g telles que f (0) = 0 et g (0) = 1 prend en 0 la valeur f’ (0)) 
montre qu’au point (0, O0) 


n, =(—7"r, — 5, 0), D, = (—5s, —t, 0), 
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donc, 
n=r2+s, nn, =s(r+t), n=s+#. 
I1 s'ensuit que 
n? = 2HL — KE, n,n, = 2HM — KF, n5 = 2HN — KG, 
1.6. que 
II = 2HIT — XI, 


où III est la troisième forme quadratique introduite dans la remar- 
que 1. Donc, la forme III est bien une combinaison linéaire des for- 
mes Ï et II. 


k à # 
Pour la surface. réglée 
(12) r — p(u) + va (u), 
on sait déjà que 
E = 1 + 2vpa + va, F—=pa, G=1i 


(comme toujours on admet que la courbe p = p (u) est paramétrée 
par u naturel et que le vecteur a (u) est unitaire). Ensuite, 


r, = + va, lo = A, 
Tu X r,=pXa—+v(a Xa), 
… pxa+v (a Xa) 


PT VER 
luu =P+ va, lu = 8, Too = 0, 
L=— (p + va) (pxa+v (axa)) . M= paa , N=0, 
V'EG—Fi V'EG—F: 
. 
LN— Mr — 
donc, 
ne 
K = — es <0- 


Par conséquent, la courbure totale d’une surface réglée est négative 
en tout point de cette dernière, i.e. une surface réglée ne présente pas 
de points elliptiques. 


Lorsque la surface est un cylindre (a = 0), un cône (a = p, 
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donc a — p) ou la surface des tangentes (a — p), la formule obtenue 
entraîne À = 0. Donc, La courbure totale de toute surface développa- 
ble est égale à O (en l’un quelconque de ses points). 


Réciproquement, si ÆX=0,0ona paa = 0, i.e. les vecteurs o, 


a, a sont coplanaires. Si le vecteur a (u) n’est pas identiquement 
nul, i.e. si la surface (12) n’est pas un cylindre, quitte à passer à un 


plus petit voisinage, on peut admettre que a (u) 0 pour tout u. 
Donc, les vecteurs a et a sont linéairement indépendants (ils sont 


orthogonaux et non nuls) et, par suite, p est leur combinaison linéai- 
re : 
p — Àa + La, 
où À = À (u) et u —= pu (u) sont des fonctions de u. 
Soient 


U=U, WU =V0+u(u). 
Le jacobien de cette transformation étant égal à 1, les nombres u, 
et v, sont aussi, quitte à passer à un plus petit voisinage, des coordon- 
nées sur la surface (12). En ces coordonnées, l'équation de la surface 
est de la forme 
r = Pp,(u) + va (u) 
(nous omettons les indices de u, et v,), où 


P1 (u) = p (u) — p (u) a (u), 
donc, 


P,=p—ua—pa=(i—p)a. 
Si p, = 0 identiquement (i.e. À = u), l'équation de la surface 


devient 
r —= const + va (u), 


donc, cette surface est un cône. Dans le cas contraire, on peut admet- 


tre, quitte encore à passer à un plus petit voisinage, que P, (u) 0 
pour tout u. En passant à un paramètre naturel (et en changeant au 


besoin le signe de v), on trouve que p, = a, i.e. que la surface étudiée 
est une surface des tangentes. 

Nous avons ainsi prouvé la 

Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
surface réglée possède en chacun de ses points une courbure totale nulle 
est qu ‘elle soit développable. O 

Nous avons établi incidemment que les surfaces développables 
sont caractérisées par la condition 


paa = (0, 
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qui équivaut de toute évidence à la colinéarité des vecteurs e X 
X aetaXa. Or, cette colinéarité exprime que le vecteur 


r, Xry, =p Xa+v(a X a) 


ne dépend pas de v à un coefficient de proportionnalité près, i.e. le 
vecteur unitaire correspondant n ne dépend pas de v. Ceci prouve 


Surface développable des tangentes 


qu'une surface développable est une surface réglée qui, en tout point de 
chacune de ses génératrices rectilignes, admet le même plan tangent. 


* * * 


Pour une surface de révolution arbitraire 
r =z(v) cos u-i + zx (v) sin u-j + z (v)-k 
on a 
r, = —z(v)sinu-i + zx (v) cos u-j, 
r, = Z’ (v) cos u-i + x’ (v) sin u-j + z’ (v) k, 
donc, E£ = x (v}?, F = 0, G = 1 (on admet que x’ (v)? + z’ (v)° — 
= 4; cf. leçon 3). Par conséquent, 
ru XY) = Z(v)z’ (v) cos u-i + x (v) z’ (v) sin u-ÿj — z (v) x’ (v) k, 
n — 2’ (v)cosu-i + z’ (v) sin u-ÿj — x’ (v)k; 
luu = —Z{(v) cos u-i — zx (v) sin u-j, 
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Fun = — Z’ (v)sinu-i + zx’ (v) cos u-j, 
oo = 2’ (v) cos u-i + z° (v) sin u-j + z° (v)k; 
L=riyn=—x{(v)z (v)}, M =r,,.n = 0, 
x’ (v) 2° (v) 
z'(v) z"(v) 
z'(v) z'(v) 
z'(v) z° (v) 


? 


N=r,,n=2"(v)z" (v)— 2" (v) x (v) = — 


LN—M3 _z"(v) 
EG—F? z(v) 


Ceci prouve que pour une surface de révolution, 
z'(v) z'(v) 


_— 2° (v) 
x” (v) z”(v) 


_ æ() 


Exemple 1. Pour une sphère de rayon R on a 


zr(v)=Rcos—, z(v)= R sin — ) 


R 
donc, 
z° (v)= —sin—, z'(v)=cos— , 
g'= —Lcos?, 2° (v) = — À sin © 
R R ? 7 _R R 
r_zwir@ 3] 1 
7 z()]z"(v) z°(v)| A: 


Par conséquent, la courbure totale d’une sphère de rayon R est constan- 


te et égale à 1/R?2. 
Un résultat qui est géométriquement évident. 


L'exemple suivant est plus intéressant. 
Exemple 2. La surface de révolution de profil 


z(v)=R sinv, z(v)=R (in 8 +cosv) , 
0<Lv<x/2, 


(la tractrice) s'appelle pseudo-sphère de pseudo-rayon R. Pour cette 
surface, 

!() = = Rsinv=R 7 
z'(v)=Reosv, z'(v)— =, —Rsinv=R TT 


donc, 
£'(v}? + z' (v}? = R? cotg? v. 
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Puisque z’ (v)? + z° (v)? 1, la formule générale obtenue ci- 
dessus ne peut être utilisée directement, d’où la nécessité de passer 
préalablement au paramètre naturel du profil. 


On a 


et, par suite, 


Donc, la tractrice est définie par les équations paramétriques 
LA 
z(v)=Re À, 


b=Rin(er-V + LR 1e 77. 


z' (v)= Le, z'(v) = LV 1e +, 


D à 


r(=e r , 2 (v)=— 
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z'(v) z'()| e À 

D POP 
FU re RV ie FR 
z@|z @) 2) 1 

z(o) [z"(v) z"(v)| A3: 

Donc, 
| 
K — "RAI , 


de sorte que la courbure totale de la pseudo-sphère est constante et éga- 
le à —1/R:. 

Nous voyons que la courbure totale de la pseudo-sphère diffère 
seulement par son signe de celle de la sphère. C’est à cette propriété 
que la pseudo-sphère doit son nom. 

Exemple 3. Pour la caténoïde, 

z(v)=chu, Zz(v) = v, 
z'(v)=shv, z"(v) = 1, 
z' (0)? + z° (v}2 = ch? v, 
et il nous faut encore passer au paramètre naturel 
v 
S = ( chou du=sh uv. 
0 
En désignant ce paramètre par v, on obtient les équations para mé- 
triques 


z(v)=V1+v, z(v)=ln(v+V1+). 
Donc, 
x” (0) = —— , 2° (0) = ——1— , 


1 ” 
D) = TE Z = Te ’ 


z'(v) z'G)| 1 
z'(v) 7'(v)|  1+1°? 
et, par suite, 
1 
= TE 


11 est intéressant de comparer les courbures de la catéenoïde et de 
l'hélicoïde qui lui est isométrique. 


6—0964 
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Pour l'hélicoïde on a l'équation (12) avec 
p(u) =u-k et a (u) = cos u-i + sin u-i. 
Donc, 
p=k, a— —sinu-i+cosu-i, 
E = 1 + 2vpa+ v?a? = 1 + v?, 
F=pa=0, G—1, 


EG—F=1+r2, 
0 0 1 
paa=| cosu sinu 1|—1, 


—sinu cosu 0 
et, par suite, 


1 
LE GTR 
Le résultat est le même que pour la caténoïde ! Ceci signifie que 
lorsqu'on déforme une caténoïde en un hélicoïde, les courbures totales 
sont égales aux points homologues. 
Qu'en est-il de la courbure moyenne? 
Pour la caténoïde, Æ£ = 1 + v?, F — 0, G = 1. De plus, 


= —z(v)z (v) =—1, M =0, 
n-_|["w 70] 1 
E z'(v) z’(v)| 1+v7° 
donc, 
EN +GL—2FM = 0, 
1.e. 


H = 0. 


Donc, La courbure moyenne de la caténoïide est nulle. 
Pour l’hélicoïde, 


pxa—sinu.i—cosu.j, aXa= —k, 
P=0, a— —cosu-i—sinu-j, 
(p+ va) (p X a+ v(a x a)) = 0 
et de plus, comme déjà vu, 
E=1+uw, F=0, G=1, 
EG—F—1+u%, paa = 0. 
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Donc, 


et, par suite, 
EN + LG — 2FM = 0, 


1.e. 
H = ©. 


La courbure moyenne de l'hélicoïde est nulle aussi ! 

L'exemple de la caténoïde et de l’hélicoïde nous incite à penser 
que la déformation (l’isométrie) laisse invariantes les courbures to- 
tales et moyennes. Pour la courbure totale, ceci est vrai(et nous le 
montrerons à la prochaine leçon), pour la courbure moyenne, ceci 
est faux. En effet, la courbure moyenne du plan est nulle, tandis que 
celle du cylindre circulaire de rayon À qui se déforme en un plan, 
vaut 1/2R. 

Nous n’avons pas la possibilité d'expliquer ici pourquoi les cour- 
bures moyennes de la caténoïde et de l'hélicoïde sont égales. 
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Formules de dérivation de Weingarten. — Coefficients de connexi- 
té. — Théorème de Gauss. — Formule explicite de la courbure tota- 
le. — Conditions nécessaires et suffisantes d’isométrie. — Surfaces 
de courbure constante. 


La base mobile r,,, r,, n d’une surface arbitraire 
(1) r=r{(u,v) 
est justiciable de formules analogues aux formules de Frenet pour les 
courbes. Ces formules nous donnent la décomposition des dérivées 
luus Turcs Tovrs Dur Do 


des vecteurs du repère suivant ce repère. 

Puisque n° = 1, donc nn, = 0, nn, = 0, les vecteurs n, et 
n, se décomposent uniquement suivant les vecteurs r, et r,, de sorte 
que 


n, = ar, +Br,, 
D, = Au + Pire. 
En multipliant la première de ces formules par r, et r,, on obtient 
deux relations 
— L=rin, = @rË + Prur, = @E + BF, 
— M = ren, = crir, + Pré = «F + RG, 
d'où il résulte que 
FM —GL FL—EM 
dope P= cm 
On calcule de façon analogue les coefficients de la deuxième formule 
FN—GM  p _ FM—EN 
"EG—F? * F1 EG—F: 
D'autre part, puisque par définition 
lun =, rum=M, rn=N 
et que par hypothèse r,n = 0, r,n = 0, les coefficients de n dans les 


décompositions des vecteurs ruu, luos Too Suivant la base r,,r,,n 
sont respectivement égaux à L, M et N. 


Œ, = 
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On a donc 
Fuu= Tru + ,r + La, 
Tuo =Tietu + Tir, + Mn, 
Too = Tru + Tir + ND, 
® LE ner ER 
n, = FN—GM r, + FM—EN r 
EG—F3 ‘uT EG—Fr ‘v 


où Lé,, à, j, k = 1, 2, sont des fonctions de u et v. Naguère, ces fonc- 
tions étaient désignées par les symboles { " } et portaient le nom de 


symboles de Christoffel. Aujourd'hui on les appelle en général coeffi- 


cients de connexité. 
Les formules (2) s'appellent formules de dérivation de Weingarten. 


* %* *# 


Pour calculer les coefficients de connexité l;, il nous faut dé- 
terminer d’abord les six produits des vecteurs ru, ruv Ot rv par les 


vecteurs r, et ro. 
Puisque rà = E, on a 2r,,ur, = E, et 2r,,ry = E,, i.e. 


1 1 
luuTu = 7 Eu et roulu= 5 Er 
De façon analogue, puisque r# = G, il vient 
1 1 
rune = 7 G, et rrolo = G,. 


En outre, comme Faro = F, on a r,ur, + ruruo = Fu et Fucto + 
+ rirroo = Fy, d'où il résulte que 


1 1 
ruuto = Fu E, et Peolu =F—-- Guy: 


En multipliant maintenant les trois premières formules (2) 
par r. etr,, on obtient les six relations 


Eli, +FTi,=+ En, 
“ +GTi,=F,—LE,, 
ET,+Fli= Es, 
Le + GT, =+ Gus 
qe +FTh= Fo Cu 


(3) 


FTi+ GT, = + Go 
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d'où l'on"déduit sans peine les coefficients Ti. (Les équations ad- 
mettent des solutions uniques, puisque le déterminant EG — Fi 


de chaque touple d'équations est non nul.) 


)n voit que les coefficients de connezxité lé s'expriment en fonction 
des coefficients de la première forme quadratique et de leurs dérivées. 
Donc, ils sont invariants par les déformations (les isométries) de la sur- 
face. 

Nous n'aurons pas besoin des expressions explicites des coeffi- 


cients l'#; en fonction des coefficients de la première forme quadrati- 
que. 


k + % 


Les coefficients des formules de dérivation sont liés par trois re- 
lations que l'on obtient en calculant les dérivées partielles ru, 
rue et n,, de deux manières à l’aide de ces formules. L'une de ces 
relations a été acquise par Gauss, les deux autres par Peterson, Mai- 
aardi et Codazzi. Nous allons établir seulement la relation de Gauss 
en calculant le coefficient de r, dans la décomposition de la dérivée 
partielle r,,, suivant les vecteurs r,, r, et n. 

Dans ce calcul, nous ne nous intéresserons qu’au coefficient de 
r, et à ses termes qui dépendent des coefficients de la deuxième forme 
quadratique. Tous les autres termes seront remplacés par des poin- 
tillés. 

On a 


Tuuo = (ruu)o = (ire + Piiro + Zn), = 
=. HT ruo + …. +Eirot+. . + Lan, = 


=...+rt(..)+.. + (..)+ 


+ RE re) = (L +) r,+... 


De façon analogue, 


Pau = (ruche = (Lisr + Er + Ma), = (M + ….)ro+ .. 


Donc, 


FM—EN FL—EM 
L EG—F? =" EG—F? Fes. 


où les pointillés désignent les termes dépendant seulement des coeffi- 
cients de la première forme quadratique. Or 


_ _ —M3 
M ÆL EM y, FM EN _pLN M 


EG=—F3 — * EG—F3 EG—Fi = EX. 
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Puisque Æ£ + 0 (la forme I est définie positive), ceci prouve que 
la courbure totale K de la surface s'exprime en fonction des coefficients 
de la première forme quadratique (et de leurs dérivées). 11 s'ensuit que 
la courbure X est invariante par une déformation. Plus exactement, 
si f est une isométrie d’une surface Z sur une surface #, alors 


(4) Ky of — K%, 


où X 4: et K:, sont les courbures totales des surfaces 2 et % respecti- 


vement. (En effet, si f opère par égalisation des coordonnées, les 
deux membres de (4) ne diffèrent que par les notations des coordon- 
nées.) Ce résultat mérite bien d'être érigé en théorème: 

Théorème 1 (théorème de Gauss). La courbure totale d'une surfa- 
ce est invariante par les déformations (isométries), i.e. des surfaces iso- 
métriques présentent la même courbure aux points homologues. O 


Ce théorème a tellement émerveillé Gauss qu'il l’a appelé theo- 
rema egregium. 


Du théorème 1 il résulte en particulier qu'aucune portion aussi 
petite que l’on veut de sphère ne peut être déformée en un plan. Donc, 
aucune carte du globe ne peut en donner une représentation exacte. 


+ à + 


La formule explicite de la courbure Æ en fonction des coeffi- 
cients £, F et G de la première forme quadratique est 


E FE, E, 


1 
G) K= — mem Fe F|— 
Gu Go 


me). (CS) 
2 VEG—F3 VEG—F3 /v V'EG—F: /u 
Les deux autres relations qui s'obtiennent par dérivation des formu- 


les de dérivation (et qui s'appellent généralement formules de Peter- 
son-Codazzi) s'écrivent 


2(EG—F°)(L, —My)—(EN+GL—2FM)(E,—F,)+ 
E E, L 
L|F F, M|=0 
GG N 
(6) 2(EG—F!)(M,—N,)—(EN+GL—2FM)(F—Gu)+ 
E E, L 
+|F F, M|=0. 
GG N 


? 
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La démonstration de ces formules n'implique rien d'autre que 
patience et attention. 

Nous allons prouver la formule (5) seule et ce dans le cas où E = 
et F# = 0, i.e. lorsque la première forme quadratique de la surface 
est exprimée par la formule 


(7) I = du* + G dui. 
Les équations (3) des coefficients li; s'écrivent alors 
1 1 t 1 
F,,=0, r;,=0, TT 


Gr =0, GF!, = + Ga GTi,= + Ga 
d'où il résulte que 
T',=0, F,=0, Fr? =0, 
Ti=—zGu The There: 
Donc, 


ru Zn et Poe 7 eo + Mn. 


Puisque dans le cas envisagé 
n——2Lr— "Ur, et n,=—-Mr—2r 
uU— u G D D — u G CA) 

on en déduit que 
royuo =(Ln),=ZL,n+L (mr, + r,)=—LMn— 
et 

| ei 
l'uvu — (+< 2 TG Ær,+Mn) (+) r + 


+ (+ Sr +Mn]+Mn+M (Lu %r,)= 


=—2Mn+ (5 (%)+5 (6) rt 
+(+ M +M)n, 


F r,+ L,n 


par conséquent, 


FORMULE EXPLICITE DE LA COURBURE TOTALE 89 


La deuxième équation ne nous intéresse pas maintenant (c'est la 
première des équations (6) pour E = 1 et F# = 0), et la première 


entraîne (car dans le cas envisagé K — FLN — M)) la formule 


— —1{Gu) __1/f{Gu\? 
K = 2 ( G ), 4 G | ’ 
i.e., comme Je montre un calcul immédiat, la formule 


_ (VGuu 
ce qui est confondu avec le résultat de la substitution des valeurs 
E = 1 et F = 0 dans la formule (5). 
Nous avons ainsi prouvé que la courbure totale d'une surface de 
première forme quadratique (1) est définie par la formule (8). 
Soit par exemple 


(9) I = du° + cos° u dv”. 
Alors VG = cos u et (V Gun — — cos u. Donc, À = 1, ce qui est 


bien compatible avec le résultat de l’exemple 1 de la leçon 4 (puis- 
que la forme (9) est la première forme quadratique de la sphère de 
rayon À = 1; cf. formule (36) de la leçon 3 dans laquelle, il est vrai, 
il faudra intervertir w et v). 
On montre de façon analogue que la surface de première forme 
quadratique 
—= du + ch°u du 


a une courbure À — — 1 (cf. exemple 2 de la leçon 4). 

Remarque 1. Soulignons que tous ces résultats ont lieu pour des 
surfaces dans un espace euclidien à trois dimensions. Pour les surfa- 
ces d’un espace de dimension plus élevée, on peut prendre la formule 
(5) (ou sa forme particulière (8)) pour définition de la courbure X. 

arque 2. Pour que six fonctions 


(10) E,F,G,L,M,N 
définies sur un ensemble convexe ouvert UC R° soient les coeffi- 


cients de la première et de la deuxième forme quadratique d’une sur- 
face r = r (u, v), il faut bien sûr que, outre les conditions 


(11) E>0, EG—-F>0 
de définition positive, soient satisfaites les relations (5) et (6) 
il est entendu que X nn est substitué dans la formule (5) ]: 


Ï1 s'avère que ces relations sont suffisantes aussi (pour qu’existe une 
surface régulière mais généralement non élémentaire ayant les for- 
mes Let II). Bien plus, les fonctions (10) (vérifiant les relations (5), 
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(6) et (11)) définissent une surface à un déplacement près de l'espace. 
Ces propositions sont les analogues bidimensionnels de propositions 
homologues pour les courbes (cf. théorème 1 de la leçon 2) et se dé- 
montrent de la même manière (au lieu du théorème d'existence et 
d'unicité de la solution d’un système d'équations différentielles li- 
néaires, on se sert du théorème homologue pour les systèmes d’équa- 
tions linéaires aux dérivées partielles). Nous les prouverons — di- 
rectement pour les variétés de dimension quelconque — dans le pro- 
chain ouvrage des Leçons de géométrie. 


* + + 


Le théorème de Gauss affirme que l’égalité des courbures totales 
est une condition nécessaire d'isométrie de deux surfaces. Dans le 
même temps, cette condition, qui est loin d’être suffisante, est tel- 
lement forte qu’elle permet d'établir sans peine les conditions suffi- 
santes. Nous ne nous appesantirons pas sur cette question et nous étu- 
dierons seulement le cas particulier le plus important du théorème 
correspondant. 


Soit 
___ EK5—2FKukKo+GKù 
AE = 


le premier paramètre différentiel de Beltrami de la fonction X. Si les 
deux fonctions X et A,X de u et v sont fonctionnellement indépendan- 
tes, i.e. si leur jacobien 


oK 0K 

Ou Ov 

04,K 04,K 
ou dv 


est partout non nul, on peut les prendre pour nouvelles coordonnées 
locales sur la surface. Appelons-les coordonnées gaussiennes. Du carac- 
tère intrinsèque de l'opérateur A; (formule (34), leçon 3) et de la for- 
mule (4) il s'ensuit immédiatement que pour toute isométrie f :2—% 
on a l'égalité 


(12) AK of — KA Ye 


Ensemble, les formules (4) et (12) expriment que toute isométrie est 
une application opérant par égalisation des coordonnées gaussiennes. 
On a donc le théorème suivant : 

Théorème 2. Deux surfaces élémentaires sur lesquelles sont définies 
des coordonnées gaussiennes sont isométriques si et seulement si leurs 
premières formes quadratiques sont confondues dans ces coordonnées. [] 

Donc, pour savoir si deux surfaces sont isométriques ou non, 
il faut les munir (dans la mesure du possible) de coordonnées gaus- 
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siennes et calculer leurs premières formes quadratiques dans ces coor- 
données. Si ces formes sont confondues, les surfaces sont isométriques, 
et vice versa. 


+ + + 

Le théorème 2 ne donne pas de réponse lorsque X et AÀ,X sont 
fonctionnellement dépendantes, par exemple dans le cas où A,X — 
= 0 (ce qui a lieu, ainsi qu’il est aisé de le voir, si et seulement si 
Æ = const). Du reste, dans ce cas extrême, la condition du théorème 1 
s'avère suffisante, i.e. deux surfaces élémentaires de courbure totale 
constante sont isométriques si et seulement si elles possèdent la même 
courbure. En d’autres termes, toute surface de courbure totale constante 
K est localement isométrique à une sphère de rayon R= 7 si 
K > 0, à un plan si K = 0, et à une pseudo-sphère de pseudo-rayon 
R — si K <0C. 

Pour le prouver nous aurons besoin d’un lemme qui sera établi 
dans le prochain ouvrage de cette série. 

Lemme de Gauss. Sur toute surface il existe des coordonnées loca- 
les u, v dans lesquelles sa première forme quadratique est de la forme 
(7), la fonction G = G (u, v) étant telle que 
(13) G(0,v)=1 et G,(0,v) = 0 pour tout v. 

En vertu de ce lemme, on peut, sans perdre en généralité, admet- 
tre que la première forme quadratique de la surface envisagée de cour- 
bure totale constante X est de la forme (7) et donc que K est justi- 


ciable de la formule (8). Cette formule peut être traitée comme une 
équation différentielle du second ordre à coefficients constants par 


rapport à la fonction JG. La théorie des équations différentielles 
nous dit que la solution générale de cette équation est de la forme 


Acosa(u+B) si K—=a>0, 
VG— Au +B si K=0, 
Acha(u+B) si K=—a<0, 
où À et B sont des fonctions arbitraires de v. Mais, compte tenu de la 
première condition (13), on doit avoir 
AcosaB=1 pour K>0, 
B=1 pour K=0, 
AchaB=1 pour À <0:; 
compte tenu de la deuxième condition (13), les identités 
_ —Aa sina(u+B) pour K>0, 
(VGhu=Tr- #4 4 pour K=0, 
Aa sha(u+B) pour X<0 


92 LEÇON 5 


aidant, on doit avoir 
Aa sin aB =0 pour X > 0, 
A =0 pour À = 0, 
AashaB =0 pour X <0 
Donc, 


1 pour À =0, 


_ cosau pour À —=a?>0, 
vê= 
chau pour XK= —a?<0. 


Dans le premier cas, on obtient la première forme quadratique 
du? + cos? au du 
de la sphère de rayon 1/a, dans le deuxième, la première ‘forme qua- 
dratique 
du” + du° 
du plan, et dans le troisième, la première forme quadratique 
du® + ch? au du? 
de la pseudo-sphère de pseudo-rayon 1/a. O 
Nous arrêtons ici l’exposé de la théorie des surfaces pour entrer 


dans le vif du sujet de ce cours: la théorie des variétés différentia- 
bles. 
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Remarques préliminaires. — Sous-ensembles ouverts de l'espace R” 
et leurs difféomorphismes. — Cartes et atlas. — Atlas maximaux. — 
Variétés différentiables. — Exemples de variétés différentiables. 


La notion de variété différentiable est fondamentale en mathé- 
matiques modernes. Elle est apparue dans le cadre de la définition 
rigoureuse et de la généralisation de la notion intuitive de surface 
envisagée indépendamment de sa position dans l’espace. Les princi- 
pes fondamentaux de cette définition sont empruntés à la cartogra- 
phie. 

Les diverses régions du globe terrestre peuvent être décrites de 
façon adéquate par des cartes qui les représentent sur un plan. Cha- 
que point du globe peut être représenté sur une carte, mais une carte 
ne peut à elle seule recouvrir tout le globe; pour cela il faut un atlas, 
i.e. un ensemble de plusieurs cartes. Toute carte permet de transporter 
les coordonnées rectangulaires du plan dans un domaine d'une 
surface et munir ainsi cette surface de coordonnées loca- 
les. (En réalité, en cartographie, on fait généralement l'opération 
inverse, c'est-à-dire qu’on transporte les coordonnées géographiques 
du globe terrestre en un réseau de coordonnées curvilignes sur le 
plan, mais cette différence n’est pas fondamentale.) Ceci étant, les 
coordonnées locales associées à deux cartes différentes sont reliées 
par des fonctions de passage qui permettent d'exprimer (dans la 
partie commune aux deux cartes) les unes de ces coordonnées par 
l'intermédiaire des autres. 

Dans les définitions générales respectives, on remplacera le plan 
par l’espace euclidien standard R”, où #7 est un entier que nous 
choisirons et fixerons une fois pour toutes. Le cas dégénéré nr = 0 
ne sera pas pour l'instant écarté. 


* + * 


Rappelons tout d'abord quelques faits et définitions d'analyse 


relatifs à l'espace R" (qui ont été partiellement utilisés dans les le- 
çons précédentes). 


On dit qu'un point x est un point intérieur d'un sous-ensemble U & R' 
s’il existe un & >> 0 tel que la boule de rayon e centrée en x soit entièrement 


contenue dans U. Un ensemble U est ouvert (dans R') si tous ses points sont 
intérieurs. 
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Une application œ: U —+ V de sous-ensembles de l'espace R' est définie 
par nr fonctions 


(1) yi=@pl(zl, ..., 2"), ..., yn=qM(zl, ..., x") 


de n variables, qui expriment les coordonnées yl, ..., y" du point y = q (x) 
par l'intermédiaire des coordonnées z!, ..., x" d’un point x € U. Si l'ensem- 
ble U est ouvert, on peut parler des dérivées d'ordre quelconque des fonctions 
(1) par rapport à xl, ..., x" en tout point de U. 

Une application @ d'un ensemble ouvert U est une application de classe C”, 
où r est un entier naturel ou le symbole , si en tout point de U les fonctions (1) 
possèdent pour r — des dérivées partielles continues de tous les ordres <r, 
et pour r — , des dérivées partielles de tout ordre. Si les fonctions (1) sont 
R-analytiques en tout point de U (i.e. se développent en séries entières de rayon 


de convergence non nul), l'application œ s'appelle application de classe C°®. 

Dans la suite, nous fixerons une classe de différentiabilité C7, r < co ou 

= ©, et les applications de cette classe seront appelées tout simplement appli- 

cations différentiables. En principe, tout r ;> 2 et souvent même r = 1 convien- 
dront, mais pour ne pas avoir à veiller à l’apparition de dérivées d'ordre trop 
élevé, on admettra tacitement, si le contraire n’est pas expressément mention- 
né, que r = © ou r = w. Du reste, nous discuterons parfois le cas particulier 
r = 0: les applications différentiables seront alors de simples applications con- 
tinues. 

Le cas fondamental sera le cas r — oc, et toutes les situations différentes 
de r = w seront spécialement mentionnées. 

Toute application différentiable @: U —- V définit sur U une fonction 
différentiable 


GT 
Oz) 


Dœ=det 


» ii i=1, ...,n, 


appelée son jacobien (qui est désignée aussi par le symbole J,). On sait du cours 
d'analyse que pour toutes applications différentiables : U — Vetw: V — W, 
où U, V et W sont des sous-ensembles ouverts de l’espace R', l'application 
composée op: U—+ W (qui agit suivant la formule (op) (x) = % (p (x)), 
x € U) est différentiable aussi et 


(2) D (Ÿo op) (x) = (D) (P)-(Dp) (x), y = p (x), 


pour tout x € U. 

Une application œ: U —+ V d'ensembles ouverts de R” est un difféomor- 
phisme si elle est différentiable, bijective et si sa réciproque gl: V —+ U est 
différentiable aussi. (Pour r = 0, toute application bijective continue dont la 
réciproque est aussi continue s'appelle homéomorphisme.) 

De la formule (2) il résulte immédiatement que Le jacobien D de tout diffée- 
morphisme p: U —+ V'est différent de O en tout point de U (et de plus, (De”) (y) = 
= (D) (x)! pour tout point y = p (9 de V) 

Le théorème de l'application réciproque affirme 
que si le jacobien Dœ d'une application différentiable @: U —+ V est différent 
de O en un point x, € U, il existe un ensemble ouvert U' © U contenant Le point x, 
tel que la restriction @ | y’ de ® à U” est un difféomorphisme de U” sur un ensemble 
ouvert V° © V contenant le point Ye = @ (xo). 

On en déduit en particulier qu’une application bijective différentiable 
p: U —+ V dont le jacoblen est partout non nul est un difféomorphisme. 

Remarque 1. Il existe des applications non bijectives différentiables 
q: U —+ V dont le jacobien est partout non nul. Exemple: l'application œ 

e la couronne plane 1 << z3 + y? << 2 sur elle-même, définie par la formule 
P (ze y) = (2 — y?, 2zy). 
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é + * 


Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions 
fondamentales de la « cartographie abstraite ». 

Soit Z un ensemble arbitraire. | 

Définition 1. On appelle carte sur T un couple (U, h), où U est 
un sous-ensemble de Z et k une application bijective de U sur un en- 
semble ouvert de R". L'ensemble U s'appelle domaine de définition 
(ou support) de la carte (U, h) et l'application h application de carte. 
Pour tout pointp E U, le point * (p) E R"est de la forme (x! (p), ... 
..., TZ" (p)), où zx! (p), ..., zx" (p) ER. On obtient nr fonctions nu- 
mériques 


(3) z'iprrz (p), ..., ip (p),p EU, 


sur ÜU, appelées coordonnées locales de la carte (U, h). 

Puisque les coordonnées (3) définissent l'application hk de façon 
unique, au lieu de (U, k) on écrit souvent (U, z', ..., x") et l'ap- 
plication k est appelée application de coordonnées. 

Remarque sur les notations. 

Le symbole æ (x, ..., x"), où œ est une fonction sur hk(U), dé- 
signera la fonction 


qoh :præop(z (p), ..., x" (p)) sur U, 


ce qui est compatible avec la notation traditionnelle d’une fonction 
composée. Donc la formule 


y =p(z, ..., x") 
exprime que y n'est qu'une autre notation de la fonction q (x, 


x”). Pour réduire le nombre de lettres utilisées, on désignera 
narfois la fonction @ par y et on écrira donc 


y =y(x, ..., x). 


Signalons que dans cette formule la lettre y du premier et du second 
membre désigne des fonctions différentes. Au pre- 
mier, c'est une fonction sur U, au second, une fonction sur À (U) 
servant à exprimer une fonction sur U au moyen de zx!, ..., x". 
Quand on aura à faire une distinction entre ces fonctions, on dési- 
gnera la première d’entre elles par ych. 

Soulignons que nous n'utiliserons jamais, comme on le fait géné- 
ralement, les symboles @ (z', ..., x") (ou y (x!,.., x")) pour dési- 
gner une fonction œ (ou y) sur k (U) (on se le permettra de rares fois 
pour désigner les valeurs de cette fonction en un point (zr!, . 

z") Eh (U)). 

Deux cartes (U, h) et (V, k) sont sécantes si U N V Æ S. (Cette 
terminologie reflète la tendance générale, que nous suivrons parfois, 
à ne pas distinguer par pédantisme (U, h) de U.) 
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Soient (U, hk) et (V, k) deux cartes sécantes et soit W = U f Y. 
Dans R" sont alors définis deux ensembles À (W) et k (W) et une 
application 


(4) | w) 0 Lw)*t2 R (W) + & (W) 
du premier ensemble sur le second. Par abus de notation, on 
désignera l'application (4) par le symbole Æ£och”1. 


Définition 2. Deux cartes (U, hk) et (V, k) sur Z sont dites com- 
patibles si soit elles sont disjointes (U M V — @), soit 


Pour la suggestion, les PT LS és hk qu et k LL sont pris disjoints, bien qu "Us 
puissent ne pas l'être dans le cas gén De la même façon, les ensembles À (U), 
h (W) et k (7) e EPant aussi être non connexes 


a) les ensembles À (W) et £ (W), où W = U fN V, sont ouverts 
dans R”: 

b) l'application (4) est un difféomorphisme (pour r = 0 un homéo- 
morphisme). 

Si pl, ..., " sont des fonctions définissant un dHSor paie 
(4), les restrictions Lt lyys c.. Llw et Yllw * [ww des 
coordonnées locales des cartes (U, h) et 102 k) à W seront justiciables 
des formules 

Yilw = @t(ztlw, ..., z'|w), 
€)... 


Y'lw=p(ztlw, -.., 2 lw). 


Pour cette raison, les fonctions p!', . . ., ®" s’appellent changements 
de cartes ou fonctions de passage (sur W) des coordonnées x}, ..., x" 
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aux coordonnées y!, ..., y", et les formules (5), formules de change- 
ment de cartes ou formules de passage. Le difféomorphisme k © h”! 
s’appelle application changement de cartes ou application de passage. 
D'une façon générale, on omettra l'indice W dans les formules (5) 
et on écrira 


(6) y = op'(zl, ...,2"),..., y" =" (xl, ..., x") 


(en ajoutant parfois « sur W »). 
On les écrira parfois sous la forme (« vectorielle ») plus concise 


(7) y =Œp(x) (ouy = (koh?) x). 


I] faut bien comprendre le caractère conventionnel des formules (7) 
et ne pas perdre de vue qu'elles ne sont qu'une forme abrégée 
d'écriture des formules (6) ou (5). 

En particulier, les formules (7) ne relient pas des points de R”, 
bien qu'elles aient la forme de relations entre les points de sous-en- 
sembles de R", mais des fonctions définies sur des sous-ensembles de 
Z' (et en ce sens sont des relations sur Z). 

Définition 3. On dit qu'un ensemble de cartes {(U., h,)} est 
un atlas sur Z si 

a) les cartes de cet ensemble sont deux à deux compatibles; 

b) on a l'égalité 


U U,=T 
& 


(les cartes (U,, h.) sont un recouvrement de Z). 


*k + *% 


Pour tout atlas À désignons par À... l’ensemble de toutes les 
cartes compatibles avec chaque carte de l'atlas A. 

Proposition 1. L'ensemble À, est un atlas. 

Démonstration. Soient (U, hk) et (V, k) deux cartes sé- 
cantes de À,,,, et soit x un point arbitraire de l’ensemble k (W), où 
comme plus haut W = U f Y. 

Considérons le point p=h"! (x) € W. L'ensemble À = {(U,,h.)} 
étant un atlas, il existe une carte (U,, hk.) de A telle que 
p € UX. Les cartes (U, h) et (V, k) étant par hypothèse compatibles 
avec la carte (U., h.), les ensembles hk, (U, N U) et k; (Ue N Y) 
sont ouverts dans R”. Donc, leur intersection 


k. (NU) N Ra (Ua NV) =hk (Ue n W) 


est ouverte dans R” (et par suite dans k, (U, MN U)). Par ailleurs, 
l’ensemble k (U, MN U) est ouvert aussi dans R” et l'application 


hohs':h (0, NU)—+h(U, NU) 


1—0964 
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est un difféomorphisme (et donc, étant en particulier un homéomor- 
phisme, elle envoie ensemble ouvert dans ensemble ouvert). 
Par conséquent, l’ensemble 


(hohz ") (ha (Ua N W))=k(U; NW) 


est ouvert (dans À (U, MN U), donc dans R"). Puisque xE (UN 
NW)E h (W), ceci prouve que x est un point intérieur de l’en- 
semble k(W) et, comme x est un point arbitraire de k (W’), que 
l'ensemble À (W) est ouvert. 

En changeant les rôles de z et k, on établit de façon analogue que 
k (W) est ouvert aussi. 

Ensuite, puisque 


(8) koh 1={(kohs')e(h, oh!) 


et que les applications k ° hk:' et k, ° À sont toutes deux des difféomor- 
phismes, il en est de même de l’application £°h-! (en tant que com- 
posée de difféomorphismes). Donc, les cartes (U, h) et (V, Æ) sont com- 
patibles. 

[En fait, nous avons conclu assez hâtivement que l'application 
koh”! est un difféomorphisme, car en toute rigueur la formule (8) 
n'a pas de sens. En effet, l'application k, °h”! (ou plus exactement 
l'application (ke lu nu) °(k lu,nu)"') est une application de 

(Ua NU) sur h, (U4 N U), et l'application k + hk°' (plus exacte- 
ment l'application (k lu nu) ° (le le nu)”*) une application de 
h, (Ua N V) sur k (U4 N V), donc nous n'avons pas le droit d’en- 
visager la composée de ces applications. Pour acquérir ce droit, il 
faut restreindre toutes les applications À, k et k, à U, NW, i.e. 
écrire la formule (8) sous la forme rigoureuse suivante 


lu ,nw)e(klunw)"= 
= {lu ,nw)e (lu nw) "Te {alu ,nw)e(klu, nw)71]. 
Mais alors on peut seulement affirmer que l'application 
(9) (lu, nw) ° (lu, aw)!=1[(4klw) ° (Alw) nu, nm) 
sera un difféomorphisme, le passage à l’application globale 
(10) koh" = {(k|;y)o (A | )7* 


impliquant des raisonnements complémentaires. Mais ces raisonne- 
ments sont assez triviaux. Plus exactement, l’application (9) étant 
un difféomorphisme, son jacobien est non nul en x (on admet ici que 
r > 0). Or, il est clair que les jacobiens des applications (9) et (10) 
prennent la même valeur en x (car elles sont confondues au voisinage 
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k (U4, N W) de x). Donc, le jacobien de (10) est non nul en tout point 
x de l’ensemble ouvert k (W). L'application (10) est donc un difféo- 
morphisme, puisqu'elle est différentiable et bijective. (Pour r = 0, 
au lieu de se référer au jacobien, il faut se servir du fait que l'ap- 
plication est continue si et seulement si elle l’est en chaque point.) 

Dans la suite, ce genre d'’éclaircissements sera laissé au soin du 
lecteur.] 

Nous avons ainsi prouvé la compatibilité de deux cartes quelcon- 
ques de l’ensemble À,,., i.e. que cet ensemble satisfait à la condition 
a) de la définition 3. Puisque la condition b) de cette définition est 
visiblement remplie pour An. (et même pour AC AÀ,,.;), la propo- 
sition À est entièrement prouvée. [ 

Il est clair que si À et A* sont des atlas tels que AC A*, alors 
Aax Amar. Donc, en particulier, (Amax)max = Amax €t, par suite, 
(Amax)max = Amax: Donc, si Ana; € A, alors Añax © (Anax)max = 
= Arnnx et AC Amax. Ce qui exprime que l'atlas À,,,, est mazxi- 
mal (dans l’ensemble des atlas ordonné par l'inclusion). D'autre part, 
si À est un atlas maximal arbitraire contenant l'atlas A, alors 
AC Amax = Amaxr et, par suite, À — À,,,,. Ceci prouve le 

Corollaire 1. Chaque atlas À est contenu dans un seul atlas maxi- 
mal Amaze D 


Nous sommes maintenant en mesure d'exhiber la définition fon- 
damentale. 

Définition 4. Les atlas maximaux sur Z sont aussi appelés 
structures différentiables. Un ensemble Z’ muni d’une structure diffé- 
rentiable À... s'appelle variété différentiable. (Donc, les variétés 
différentiables sont à proprement parler des couples (27, A,,;), 
mais pour simplifier les notations et les énoncés on ne se ser- 
vira intégralement de cette notation que par la force des choses.) 
Les cartes de l’atlas À... s'appellent cartes de la variété T ou mé- 
me, pour plus d'expressivité, cartes différentiables. 

Par définition, deux variétés (2, A,-) et (%, Amax) sont iden- 
tiques si et seulement si Z = % et À, — Añax. 

On dit que deux atlas sont équivalents s'ils sont contenus dans le 
même atlas maximal. I] est clair que des atlas À et A* sont équi- 
valents si et seulement si leur réunion À [ A* est un atlas (i.e. 
toute carte de l’un est compatible avec toute carte de l’autre). 

Pour définir une structure différentiable A, sur ©, il suffit 
de toute évidence de se donner un atlas arbitraire A A,,,. Donc, 
on peut considérer que les couples (7, A), où A est un atlas quel- 
conque sur Z, sont des variétés différentiables. Ceci étant, des va- 
riétés (7, A)et (Y, A*) seront identiques si et seulement <i == % 


7e 
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et les atlas À et A* sont équivalents (i.e. si leur réunion À [J A* 
est un atlas). 

Signalons que dans la définition d'une variété différentiable in- 
tervient le nombre nr, dimension de l'espace R” contenant les images 
R(U) des supports des cartes. 

Définition 5. Ce nombre s'appelle dimension de la variété diffé- 
rentiable 2’ et se note dim Z. 

Dans la définition de la variété différentiable Z intervient aussi 
le nombre r > 0 (ou le symbole ou &) qui désigne l’ordre de la clas- 
se de différentiabilité des changements de cartes k ° k-!, Cette classe 
s'appelle classe de différentiabilité de la variété Z (on dit aussi que Z 
est une variété de classe C'). Les variétés de classe C” s'appellent aussi 
variétés R-analytiques. 

Pour r = 0, le terme « variété différentiable » est remplacé par 
variélé topologique. 

Il est évident que toute variété de C’est automatiquement de clas- 
se C”, pour tout r’ << r (et en particulier est une variété topologi- 
que). 

D'après ce qui a été convenu ci-dessus, on admettra généralement 


que toutes les variétés envisagées sont de classe C”. 


+ + * 


Exemples de variétés différentiables. 

Exemple 1. Sur l'espace R" le couple (R", id), où id:R°" — R" 
est l'application identique, est une carte, et l'ensemble composé de 
cette unique carte est un atlas. La structure différentiable correspon- 


dante sur R” (de classe C°) s'appelle structure standard. Dans la 
suite, nous traiterons toujours R" comme une variété différentiable 
munie de Ja structure différentiable standard. Remarquons que 
dim R" — n pour cette structure. 

Exercice 1. Montrer que les couples (U, h), où U est un ensemble 
ouvert de R"etkun difféomorphisme de l’ensemble U sur un ouvert 
hk (U) de R”, sont des cartes pour la structure différentiable standard 
sur R”. 

Exemple 2. De façon générale, pour tout ensemble ouvert O 
de l’espace R” le couple (O0, id) est une carte, et l’ensemble de car- 
tes composé de cette seule carte est un atlas. On dit de la structure 
différentiable définie sur © par cet atlas qu'elle est induite par la 
structure différentiable standard sur R". Il est clair que seront des 
cartes pour la structure induite les cartes (U, h) pour la structure 
standard, telles que UC O. Dans la suite on admettra que tous les 
ensembles ouverts O de R”" sont des variétés différentiables munies 
de cette structure différentiable. 

Exemple 3. Il existe des structures différentiables non standards 
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sur l’espace R. Considérons par exemple sur R' —R une carte 
(R, ko), où ho: R—R est une application définie par h, (t) = 13, 
t ER. Cette carte constitue aussi, à elle seule, un atlas, mais (pour 
r > 0) la structure différentiable correspondante est différente de 
la structure standard, puisque les cartes (R, id) et (R, k,) ne sont 
pas compatibles (le changement de cartes h, o (id)? = À, est diffé- 
rentiable et bijectif, mais l'application réciproque h;': { —+>1t1/5 n'est 
pas différentiable pour t = O). 

Exemple 4. Pour toute paramétrisation y: 71 —+ #, 1 = ]a, bl. 
d'un arc régulier simple ouvert ?, le couple (£,y-!),oùy-1:£—+7 
est l'application réciproque de y : 7? + £. est une carte sur £, et 
en outre d’après la proposition 1 de la leçon 1, deux telles cartes quel- 
conques sont compatibles. Ceci exprime que tout arc simple régulier 
ouvert est naturellement une variété à une dimension. 

Exemple 5. De façon analogue, toute surface élémentaire .? est 
une variété différentiable à deux dimensions munie des cartes 
(Z, y”), où y est une paramétrisation arbitraire de Z. 

Exemple 6. Une variété élémentaire non recouvrable par une 
seule carte est le cercle 


S': 2 + y = 1. 
Soient p, et g, les points (—1, 0) et (1, 0) de ce cercle et soient 
U = S'X {po} et V = SI {g}. Pour tout point pE U (resp. 
q € V) désignons par k (p) (resp. k (p)) l’angle (€] — x, xl) formé 
par le rayon vecteur de ce point et l’axe positif (resp. négatif) des 
abscisses. I] est clair que les applications obtenues 


h:U—]— nn, k:V—]—x,nl 


sont bijectives, i.e. les couples (U, h) et (V, k) sont des cartes sur S' 
(avec nr = 1). De plus, U NV = S'X{ps, do} les ensembles 
kR(UNV)=l—-x O[UI0, rnletk(UNV)=]—-1r, 0O[UI0,xl 
(qui sont confondus) sont ouverts dans R, et l'application 


koh”"1:h{(U NV)—+k#k(U N Y) 


est définie par les formules 
t+n si tE]—x, Of, 


CEE I CEE PA si {€]0, x{, 


donc, est un difféomorphisme. 

Les cartes (U, h) et (VW, k) sont donc compatibles, et comme 
U (1 V = S', elles forment un atlas et définissent par conséquent 
une structure différentiable (de classe C“) sur S!. 

Exemple 7. On démontre de façon analogue que tout arc régulier 
simple fermé (sans extrémités) de l’espace affine # est une variété à 
une dimension, recouverte par deux cartes. 
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Exemple 8. Soient U(*), Ur), V(#, VO) des sous-ensembles du 
cercle S' (des demi-cercles ouverts) composés de points p = (x, y) 
pour lesquels respectivement Ù >0,y<0,r>0,z<0. Suppo- 
sons ensuite que A+), ht), &®, £() sont des applications de ces 
ensembles dans R définies par les formules (x, y) + x, (x, y) — x, 
(z, y) — y, (x, y) — y (les restrictions des projections sur les axes de 
coordonnées). Chacune de ces applications applique bijectivement 
l'ensemble correspondant sur l'intervalle ouvert | — 1, 1 [ de l’axe 
R, donc les couples 


(UE, RO, (UD, hO), (VE, kO), (VO, &O) 


sont des cartes sur S' (de plus, z est coordonnée locale sur les cartes 
U‘*), et y sur V*)). Il est aisé de voir que ces cartes sont compatibles 
(soit elles sont disjointes deux à deux, soit leur intersection est un 
quart de cercle se projetant sur les intervalles ouverts] 0, 1[ ou ] —1,01[ 
de l'axe R, les changements de cartes correspondants étant dé- 


finis par les formules y = + V1 — r° et sont donc des difféomor- 
phismes) et recouvrent le cercle S! tout entier, i.e. forment un at- 
las sur S'. Cet atlas est équivalent à celui de l'exemple 6 (donc, il dé- 
finit la même structure différentiable sur S'). En effet, pour les 
cartes (U, h) et (U(*, h(*) par exemple, l'intersection U f] U(* 
est confondue avec U(*), et de plus À (U(*) = ]0,n[, ACN(UEN) = 
— ]—1, 1[ et l'application 


RO oh"1:]10, r[—+]—1, 1[ 


est définie par la formule x = cos t, 0 < t < x, donc est un difféo- 
morphisme (la situation est la même pour les autres couples de car- 


Exemple 9 (généralisation de l'exemple 8 à une dimension arbi- 
traire). De façon analogue, sur la sphère unité à 7 > 1 dimensions 


Sri tri + … Lri—1 


de l’espace R"*!, les couples (U5'?, hf") et (UF”, h5), i = 0, 1, ... 

.., n, Où Uf"' et US’ sont des demi-sphères définies respectivement 
parz; > Oet zx; <0, et hi’, hk°?, les restrictions à ces demi-sphères 
des projections sur le plan de coordonnées zx; = 0, sont des cartes 
deux à deux compatibles. Par exemple, l'application hf" de la demi- 


sphère Uf* sur la boule B" st +...+tf<1 de l'espace R” 
(muni des coordonnées f,, ..., t,) est définie par les formules 


= (re si ai, 1, 


e Q e n 
Ta Si ai, 
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(de sorte que les nombres t,, ..., t\, i.e. les nombres x,, 

….) Li-jr Ligis + + + Zn, SOnt des coordonnées locales de la carte 
(UT, ns D), et l'application réciproque (k%?)-1: B* + U*? par 
es formules 


lb+1 si b<i, 
TL = Vi—t si b=i, b=0, 1, ...,n, 
tb si b> i, 
où t=1®+ ... +42. Donc, pour i< j, l'application AGT(h5+1)"1 


sera définie sur la demi-boule B%o={teB"; t,>0} qu'elle ap- 


pliquera sur la demi-boule Bo={teB"; t,> 0} à l'aide des for- 
mules 


t si ai. 


,_ JV1—E si a=i, : 
(11) la = toi iiÇa<i. a=1, ...,n. 
Le si a >}, 


Ces formules définissant visiblement un difféomorphisme, les cartes 
(US°1, Rf21) et (US”, h;°) sont donc compatibles. Pour les autres 
couples de cartes, dans les formules (11) les indices peuvent se dé- 
placer et le signe moins peut apparaître devant le radical, mais ceci 
n’affecte évidemment pas la conclusion tirée sur le difféomorphisme. 

Puisque les cartes construites recouvrent de toute évidence Ja 
sphère S'" tout entière, elles forment un atlas et structurent par con- 
séquent la sphère S" en variété différentiable. 

Exemple 10. L'atlas construit dans l'exemple 9 est composé de 
2n + 2 cartes. Il s'avère que la structure différentiable sur S" 
peut être définie par un atlas composé en tout de deux cartes (cf. 
exemple 6). À cet effet, pour tout point p = (x,, Z, - . -, Zn) de S" 
distinct du point p, = (1,0, ..., 0) (le pôle nord de S") considé- 
rons la droite p,p de l'espace R'*1. Les équations canoniques de 
cette droite sont 


donc, elle coupe l’hyperplan X, =0 (l’hyperplan équatorial de S") 
au point de coordonnées 

— __7 = In 
(12) l, = rer RES ln x 
(les coordonnées de l’hyperplan équatorial seront désignées par 
Li, + - + tn). Le point (12) s'appelle projection stéréographique du 
point p € S"X {po} (comparer avec la leçon 1.28). En désignant ce 
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point par h (p), on obtient une application À (qui est visiblement 
bijective) de l'ensemble U — S"X{p,} sur l'espace R”, i.e. une car- 
te (U, h) (avec k (U) = R'). 

De façon analogue, en partant du pôle sud q, = (—1,0, ..., 0) 
de la sphère S”, on peut construire une projection stéréographique 
k:V—+R", où V = S"XK{p}, associant à un point arbitraire p — 


= (To: Lis - - +, Zn) de S”, distinct de Q,, le point du plan équato- 
rial de coordonnées 

e T1 en _ 
(13) hein metz 


et donc obtenir une carte (V, k). 
Pour les cartes construites, l'intersection W = UÙ f\ ŸV est de la 
forme S"X{po, %} et chaque application k et k donne de cette inter- 


Projection stéréographique 


section un ensemble ouvert R? — R"X {0} de l’espace R”. Le chan- 
gement de cartes correspondant 


(44) ko hi: RT > RT 


sera défini par Les formules obtenues en éliminant z,, z,, - - ., Zn 
des formules (12) et (13). Mais en vertu des formules (12), on a zx; — 
= (1 — x,)t;, donc, 
1= 2x5 +ri+ ... Lai=2i+ (x) (EE + sc. +5) = 

= 2 +(1—20)*t;, 


(A €) 75 — 227, + 1 = 0. 


Cette équation a deux racines : une racine z, =1 qui est inutile (car 
elle correspond au point exclu p,) et une racine 


t3—1 


TS TEE 
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pour laquelle on a les formules 


2 
Pme 140 55. 


Donc, pour tout i=1, ..., n, 


2t 
Zi=(1—20) ti = EE 
et, par suite, 
gt li 
{Er €” 


Ceci prouve que l'application (14) est définie par les formules 


; Lé 
= ..., bn = + 


et, par conséquent, est un difféomorphisme. 
Donc, les cartes (U, h) et (VW, k) sont compatibles et forment un at- 
las. 


Exercice 2. Montrer que cet atlas est équivalent à celui de l'exemple % 
et définit donc la même structure différentiable sur la sphère S". 


Exemple 11. On rappelle que l'espace projectif réel RP" àän 
dimensions est l'ensemble de toutes les classes (x, : 1 :... : Zn) 
des vecteurs proportionnels (x,, x, . . -, z\) = 0 ou, ce qui est équi- 
valent, l’ensemble de toutes les droites de l'espace Rn+1 passant par 
le point 0. Soit U,, i — 0, ..., n, l'ensemble de tous les points 
pP = (t:T:...:7h) de l'espace RP" pour lesquels z, = 0 et 
soit hk; : U; —+R"une application associant à tout point p =(x, : z1:... 

: Zn) de U; le point (t,, . .., t,) de R" pour lequel 


La . 
IL si ai, 
(19) a z a = , 0.7 n. 
— Si au, 
Zi 


Il est clair que l'application h, est bijective, de sorte que le couple 
(Ui, hi), = 0,1, ..., nr, est une carte sur RP". 
Pour tous indices i, j Æ i, l'intersection U; NU; est composée 


des points p = (t%,:%:... :Zn) pour lesquels z; Æ 0 et zx; > 0, et 
les ensembles k; (©, NU;) et hi (U; N U;) sont composés (pour 
j > i) des points t = (4;, th) de R” pour lesquels respective- 


mentt;-Æ0etf;,, # 0. T1 est clair que ces ensembles sont ouverts. 
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Puisque l’application »;, opère d’après les formules (15), et l’ap- 
plication hk;, d'après des formules analogues obtenues en remplaçant 
i par j, le changement de cartes h;°h3' transforme tout point (£,,... 

. th) Ch: (U; N U ;) en un point (é,, _. ln) Ch, (U; N U;) 
tel que 


<e- si a<iou a>}j, 
Î 
La = F si a=i<+i, a=1, ...,n, 


HE siiti<a<ÿj, 
donc, est un difféomorphisme. 

Ceci prouve que les cartes (U;, hk;) et (U,, h;) sont deux à deux 
compatibles et, par suite, ces cartes définissent une structure diffé- 
rentiable sur RP”. 

Remarquons que dans tous ces exemples (hormis bien sür les 
exemples 4, 5 et 7) on a obtenu des variétés R-analytiques (de classe 


C*. 
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Topologie d’une variété différentiable. — Sous-variétés ouvertes. — 
Points intérieurs et voisinages. — Homéomorphismes. — Premier 
axiome de dénombrabilité et euclidicité locale. — Deuxième axiome 
de dénombrabilité. — Variétés non séparées. — Structures différen- 
tiables sur un espace topologique. — Variétés topologiques. — Va- 
riétés 0-dimensionnelles. — Catégorie TOP. — Catégorie DIFF. — 
Transport de différentiabilité. 


Soit Z une variété différentiable (ou topologique) arbitraire. 

Définition 1. On dit qu'un sous-ensemble O0 € Z est ouvert 
(dans ©) si pour toute carte (U/, h) de la variété Z l'ensemble 
h (0 AU) ES R° est ouvert (dans R”). 

Pour © = R", cette définition est de toute évidence celle d'un 
ordinaire ensemble ouvert dans R”. 

On sait du cours d'analyse que les ensembles ouverts dans l’es- 
pace Z = R" (ainsi que dans tout espace métrique T) jouissent des 
trois propriétés suivantes: 

1° l’ensemble vide @ et l'espace Z sont ouverts; 

29° la réunion d'une famille quelconque d’'ensembles ouverts est 
un ensemble ouvert : 

3° l'intersection d'une famille finie quelconque d'ensembles 
ouverts est un ensemble ouvert. 


Puisque 
U h(O4 NU)=R(U Où) NU) 
et 


1 h(O, N U)=R((N Où "M U] 


pour toute carte (U. h) et toute famille {O, } de sous-ensembles de la 
variété %, ces propriétés caractérisent aussi les ensembles ouverts 
dans Z. 

Définition 2. Un ensemble T de sous-ensembles d’un ensemble 2? 
s'appelle topologie (ou structure topologique) sur ©, et les ensembles 
de T, ensembles ouverts si ces ensembles possèdent les propriétés 1° 
à 3°. L'ensemble Z muni de la topologie T (ou, à proprement par- 
ler, le couple (2, T)) s'appelle espace topologique. 

Nous pouvons donc dire que la définition 1 munit chaque variété 
d’une certaine topologie ou, en d’autres termes, qu’en vertu de cette 
définition toute variété est un espace topologique. En ce sens, la topo- 
logie sur Z est une structure dérivée de la structure différentiable 


de Z. 
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Cette situation est identique à celle des espaces métriques dont 
la topologie est une structure dérivée de la métrique. 

Dans la suite, en parlant d’une topologie sur une variété différen- 
tiable (ou topologique), on aura toujours en vue la topologie de la dé- 
finition f. 

En vertu de la définition 4, pour s'assurer qu’un sous-ensemble 
O & Test ouvert ou non, il faut envisager les ensembles h (0 NU) 


Et una h{un o) House nu ho (ON UE NU), RON We NU) 


= une or (UN 0) ere Roe(Uoe NU), (Ua NU) 


pour toutes les cartes (U, h) de la variété ©. Ceci est bien sûr impos- 
sible et le problème qui se pose est de réduire le nombre de ces car- 
tes. Il s'avère qu'il suffit d'envisager les cartes d’un seul atlas et 
plus même les seules cartes recouvrant l’ensemble ©. Plus exacte- 
ment, on a la proposition suivante: 

Proposition 1. Soit {(U,,h.)} une famille de cartes de la variété 
T, telle que 

OC UU,. 
Le 2 


Pour que l'ensemble O soit ouvert dans À, il sufjit que pour tout & 
l'ensemble h, (O0 NU.) le soit dans KR”. 

Démonstration. Il faut prouver que si l'ensemble O 
satisfait aux conditions de cette proposition, alors pour toute carte 
(U, h) de la variété 2 l'ensemble k (O0 N U) est ouvert dans KR”, i.e. 
tout point x de cet ensemble, s’il n’est pas vide, est un point inté- 
rieur. Considérons le point p = hk-! (x) de la variété 2. 

Puisque x € k (0 NU), alors p € O MN U et en particulier p € O. 
Il existe donc un « tel que p € U.. 

Les cartes (U,,h,) et (U, h) étant compatibles, les ensembles 
ha(U. NU) et h(U, NU) sont ouverts dans R". D'autre part, 
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l'ensemble k, (O0 N\ U,) est ouvert aussi par hypothèse. Donc, il 
en est de même de l’ensemble 


ha (ONU AU) = ha (O AU) Nha (Ua N U). 
Par ailleurs, l’image de cet ensemble par l’homéomorphisme 
hoha :hkQ(Ua NU) + (CU, NU) 
est l'ensemble k (0 NU, NU) qui est ouvert aussi. Comme 
xEhONUNU)ER(O NU), 


ceci prouve que le point x est un point intérieur de l’ensemble 
kR(ONU). D 

Corollaire 1. Pour toute carte (U, h) de la variété T°, un sous-ensem- 
ble V ŒUest ouvert dans © si et seulement si l’ensemble h (V) l'est 
dans R". 

En particulier, l'ensemble U est ouvert dans TZ. O 


à * + 


Pour tout sous-ensemble ouvert O d'une variété Z (de classe C”), 
toutes les cartes (U, h) telles que U € O forment de toute évidence 
un atlas sur © (cf. exemple 2 de la leçon précédente). Cet atlas est 
maximal, i.e. est une structure différentiable sur O (de même classe 
C').On dit de cette structure différentiable qu'elle est induite par 
celle de la variété 2’, et l’ensem le O muni de cette structure s’appel- 
le sous-variété ouverte de la variété Z. Par définition, dim OU — dim Z. 

Dans la suite, tout ensemble ouvert © d'une variété Z sera traité 
comme une variété munie de la structure différentiable induite. 

Remarquons que chaque atlas À = {(U,, h)} de la variété Z 
définit un atlas O N À de la variété O, constitué de cartes (0 f\ 

N Us ha l'onu,). Donc, pour obtenir une structure différentia- 
ble induite sur O, il suffit d'envisager les cartes d’un seul atlas. 


+ + à 


De la propriété 2° des ensembles ouverts il s'ensuit immédiate- 
ment que pour tout sous-ensemble À d’un espace topologique Z 
il existe un ensemble ouvert maximal (éventuellement vide) contenu 
dans À (ce sera la réunion de tous les ensembles ouverts contenus 


dans À). Cet ensemble ouvert est désigné par Int À (ou A)et s'appelle 
intérieur de À. Ses points s'appellent points intérieurs de À. 
Il est clair qu’un ensemble À est ouvert si et seulement si Int À — 
— À, i.e. si tous ses points sont intérieurs. 
Tout ensemble ouvert contenant un point (ou, de façon plus géné- 
rale, un sous-ensemble) d’un espace topologique Z s'appelle woisi- 
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nage de ce point (de ce sous-ensemble). Par définition, un point est 
un point intérieur à un sous-ensemble À si et seulement si À contient 
un voisinage de ce point. 

Donc, pour Z — R”, la notion de point intérieur introduite est 
confondue avec celle qui est connue en analyse, 

Le support ÜU de toute carte (U, h) d’une variété Z est un voi- 
sinage de tout point p E U. Pour cette raison, les supports des car- 
tes de Z sont appelés aussi voisinages de coordonnées. 

I1 est clair que tout voisinage Ÿ d’un point p € U, contenu dans 
un voisinage de coordonnées UV, est aussi un voisinage de coordonnées 
(avec l'application k | -). Donc, tout voisinage O d'un point p con- 
tient un voisinage de coordonnées (un tel voisinage sera par exemple 
l'intersection © f U). 

Un ensemble de voisinages d’un point p d’un espace topologique 
TZ s'appelle base de voisinages (ou système fondamental de voisinages) 
si tout voisinage de p contient un voisinage de cet ensem le. (De fa- 
çon imagée, la base doit contenir des voisinages aussi petits que l'on 
veut.) 

Dans cette terminologie, la proposition prouvée exprime que 
les voisinages de coordonnées de tout point d'une variété forment une ba- 
se de voisinages. 


é + 


On dit qu'une application f : Z — # d'espaces topologiques est 
un homéomorphisme si elle est bijective et un ensemble O € Z est 
ouvert dans Z si et seulement si l’ensemble fO € % l’est dans %. 
Donc, un homéomorphisme est une application bijective établissant 
une correspondance biunivoque entre les topologies. 

Des espaces Z et % sont dits hkoméomorphes s’il existe au moins 
un homéomorphisme de Z sur #. Il est clair que les proprié- 
tés topologiques (i.e. les propriétés formulées exclusive- 
ment en termes d’ensembles ouverts) des espaces homéomorphes sont 
identiques. Donc, de ce point de vue il n’y a pas de différence entre 
les espaces homéomorphes. 


+ + + 


Un exemple de propriété topologique est la propriété d’un espa- 
ce topologique Z de posséder en tout point p une base dénombrable 
de voisinages. On dit de tels espaces qu'ils satisfont au premier axio- 
me de dénombrabilité (ou encore que ce sont des espaces de poids local 
dénombrable). 

Il est aisé de voir que tout espace métrique À satisfait au premier 
aziome de dénombrabilité (les boules ouvertes centrées en un point 
quelconque de Z et de rayons rationnels forment une base dénombra- 
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ble de voisinages). En particulier, l'espace R'" satisfait au premier 
axiome de dénombrabilité. 

Tout sous-ensemble À d’un espace topologique 2? est muni d’une 
topologie (dite topologie induite) dont les ensembles ouverts sont les 
intersections O f\ À des ouverts 0 € Z et de À. Un sous-ensemble A 
muni de cette topologie s'appelle sous-espace de l’espace .Z. 

Il est clair que tout sous-espace d’un espace satisfaisant au pre- 
mier axiome de dénombrabilité satisfait aussi à cet axiome. Donc, 
en particulier, fout sous-espace de l’espace R” satisfait au premier axio- 
me de dénombrabilité. 

On dit qu’une famille {U, } d'ensembles ouverts d'un espace to- 
pologique Z est un recouvrement ouvert de Z si tout p int de .2° ap- 
partient au moins à un élément de cette famille, i.e. si 


UU,=X. 


Par exemple, les supports U, des cartes (U,, k,) d’un atlas aritrai- 
re d'une variété Z forment un recouvrement ouvert de Z. 

Un espace Z est dit localement euclidien s'il possède un recouvre- 
ment ouvert {Q/,} dont chaque élément U, est homéomorphe à un 
ensemble ouvert de l’espace R" (donc, satisfait au premier axiome 
de dénombrabilité). 

Il est clair que si un espace topologique .? possède un recouvre- 
ment ouvert {U,} dont tous les éléments LU, satisfont (pour la topo- 
Jlogie induite) au premier axiome de dénombrabilité, cet. espace sa- 
tisfera lui-même à cet axiome. (On exprime ce fait en disant que la 
propriété de vérifier le premier axiome de dénombrabilité est une 
propriété locale.) Donc, tout espace localement euclidien satisfait au 
premier axiome de dénombrabilité. 

Par ailleurs. du corollaire 1 il s'ensuit immédiatement que 
pour toute carte (U, h) d'une variété Z l'application h: U —h (U) 
est un homéomorphisme (et de plus l'ensemble À (U) est ouvert dans 
R?). 

[Pour cette raison, les applications hk traitées comme des appli- 
cations sur k(U) s'appellent homéomorphismes de coordonnées.} 

Donc, puisque les voisinages de coordonnées forment un receuvre- 
rement ouvert de Z (cette propriété caractérise même les voisinages 
de coordonnées qui sont des domaines de définition de cartes d’un 
atlas), toute variété est un espace localement euclidien qui satisfait par 
conséquent au premier axiome de dénombrabilité. 


Ok * 


On dit qu’un ensemle @ d’ensembles ouverts d’un espace tupu- 
logique Z est une base (ou, de façon plus usuelle, une base d'ensem- 
bles ouverts) de cet espace si tout ensemble ouvert de © est la réunion 
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d’ensem bles de 8. A propos des espaces possédant une base dénombra- 
ble (i.e. une base composée d’une quantité dénombrable d'ensembles 
ouverts) on dit qu'ils satisfont au deuxième axiome de dénombrabilité 
(et aussi que ce sont des espaces de poids dénombrable). 

Ï] est clair que tout espace satisfaisant au deuxième axiome de 
dénombhrabilité satisfait au premier, mais la réciproque n’est géné- 
ralement pas vraie. 

Dans cette terminologie, le lemme 2 de la leçon 1 affirme (s’'agis- 
sant de l’espace R") que toutes les boules rationnelles ouvertes de 
R", i.e. les boules de rayons rationnels et dont les centres possèdent 
des coordonnées rationnelles, forment une base de cet espace. Donc, 
l'espace R” satisfait au deuxième azxiome de dénombrabilité. 

Il existe toutefois des variétés ne satisfaisant pas au deuxième 
axiome de dénombrabilité (de sorte que sur ce plan le deuxième axio- 
me contraste avec le premier). Un exemple élémentaire est la réu- 
nion disjonctive d’une famille dénombrable d'espaces R”. (Nous cite- 
rons un exemple plus intéressant à la leçon 11.) 

En munissant un ensemble 2 d'une topologie, souvent on n’indi- 
que explicitement qu’une base de cet ensemble. Ceci étant, il est évi- 
dent qu'un ensemble G de parties d'un ensemble T est une base d'en- 
sembles ouverts pour une topologie de © si et seulement si l'intersection 
de deux éléments quelconques de 8 est la réunion d'éléments de &. 

En particulier, tout ensemble de parties stable pour les intersec- 
tions est une base pour une certaine topologie. 


+ + * 


On dit qu’un espace topologique .Ÿ est séparé (ou de Hausdorff) 
si deux quelconques de ses points pet q possèdent des voisinages dis- 
joints. 

I] est clair que tout espace métrique est séparé, donc en particu- 
lier l’espace R” est séparé. ZI existe néanmoins des variétés différen- 
tiables non séparées. 


Exemple 1. Soit Z = (RC {0}) U {Po: do} OÙ Por do sont des 
éléments (n’appartenant pas à R\K{0}) et soient 


U= TX {go} =(R NX (0}) U {Po}, 
V=Z K{po)=(R NX {0}) U {go} 
Définissons les applications bijectives 
RIU—R, kV—+R 
par les formules 


_fp si pER\X({0} 
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pour tout p EU, et 


0}, 
kt=12 Si IERNE 
(= 10 0=Qs 
pour tout q € Y. 

Il est clair que les cartes (U, h) et (V, k) forment un atlas et donc 
structurent Z en une variété différentiable (de classe C°). Deux 
voisinages quelconques des points p, et g, Se coupent pour la topolo- 
gie de cette variété, donc cette topologie n’est pas séparée. 

La variété différentiable Z construite s'appelle droite dédoublée 
en 0 (ou encore droite non séparée avec un point singulier double 0). 

On définit de façon analogue une droite non séparée avec un point 
singulier O de multiplicité n, où n est un entier => 2. 

+ +  # 


Très souvent on a à structurer en variété différentiable un ensem- 
ble 2 muni déjà d’une topologie, i.e. un espace topologique. 

Dans ce cas on admet toujours tacitement que cette structure doit 
définir la topologie dont est muni l’ensemble Z”, i.e. comme on dit 
généralement, cette structure doit être compatible avec la topologie. 

Pour cela il faut de toute évidence que l’atlas qui définit sur Z 
la structure différentiable possédant cette propriété soit composé 
de cartes (U, hk) dont les supports U soient ouverts et les applications 
hkh:U—+h(U) soient des homéomorphismes. [1 se trouve que cette 
condition est suffisante. 

Proposition 2. Soit À = {(U,,h)} un atlas d'un espace topologi- 
que T, tel que pour tout a l'ensemble U, est ouvert dans À et l'applica- 
tion h.: U, —h, (U,) est un homéomorphisme. La structure différen- 
tiable définie par l'atlas A est alors compatible avec la topologie de l’es- 
pace À. 

Démonstration. En vertu de la proposition 1, un en- 
semble O & Z est ouvert pour la topologie TA définie par la structure 
différentiable de l’atlas A si et seulement si l’ensemble h, (O0 M U,) 
est ouvert pour tout « (dans R”, donc dans h, (U,)), i.e. puisque 
les applications hk, sont des homéomorphismes, si et seulement si 
l'ensemble O fN U, est ouvert (dans U,, donc dans Z, puisque U, 
est ouvert dans ©). 

D'autre part, si un ensemble O0 & Z'est ouvert dans À, il en est 
de même de O NN U, (puisque U, est ouvert dans Z') et, si tous les 
ensembles © fN U, le sont dans Z, il en est de même de © en vertu 
de l'égalité 


(1) O=U (ONU). 


Donc, les ensembles ouverts pour la topologie TA ne sont autres que 
les ensembles ouverts pour la topologie de l'espace Z. O 


8—0964 
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Remarque 1. Pour éclaircir la démonstration produite, il con- 
vient de signaler qu’elle se ramène en fait à deux remarques trivia- 
les. La première est que la topologie de chaque ensemble U, est dé- 
finie exclusivement par l'application k, (un ensemble O0 & U, 
est ouvert dans U, si et seulement si l’ensemble k, (0) l’est dans R”), 
et la deuxième que pour tout espace topologique Z et tout recouvre- 
ment ouvert {U,} de Z’, la topologie de Z est définie de façon uni- 
que (moyennant l'égalité (1)) par les topologies des éléments U, 
de ce recouvrement. 

Remarque 2. D'après la proposition 2, une variété différentiable 
peut être définie comme un espace topologique Z sur lequel est 
donné un atlas dont les supports U, des cartes (U,, h.) sont ouverts 
et les applications k, sont des homéomorphismes. Ceci étant, la con- 
dition que les ensembles À, (U, NU») et hs (Us (N Uz) soient ou- 
verts dans R pour tous & et B sera automatiquement remplie. C’est 
précisément cette définition que l’on rencontre habituellement (par- 
fois sous une forme verbale légèrement différente) malgré un défaut 
méthodologique évident (une définition analogue des espaces métri- 
ques, mettant ce défaut plus en relief, dirait qu’un espace métrique 
est un espace topologique Z pour lequel est définie une fonction con- 
tinue p:Z X TZ’ +R satisfaisant aux axiomes classiques de l’espa- 
ce métrique). 

Dans les exemples de la leçon précédente, nous avons précisé- 
ment muni de structure différentiable des ensembles (R", S" et 
RP") qui étaient déjà des espaces topologiques (et même métri- 
ques). {Pour distance des points de la sphère S" on prend l’angle de 
deux rayons vecteurs et pour distance des points de l’espace R2”, 
l'angle de ces points traités comme des droites de l’espace R*1. 
Dans les deux cas (vérifier-le !) les axiomes de l’espace métrique sont 
satisfaits.] 


Exercice 1. Montrer que les structures différentiables définies sur les espa- 
ces R?, S7 et RP" dans les exemples 1 à 8 de la leçon 6 sont compatibles avec 
les topologies de ces espaces. 


Remarque 3. L'exemple 3 de la leçon 6 montre qu’un espace to- 
pologique peut être muni de plusieurs structures différentiables 
distinctes (de classe C®) compatibles avec sa topologie. 


é + + 


Pour r = 0, i.e. pour les variétés topologiques, la situation est 
différente. 

Soit Z une variété topologique de dimension # et soit (U, h) 
une carte sur Z. Par définition, cela signifie que UC Zetquekh 
est une application bijective de U sur k (U), où k (U) est un ouvert de 
R”. Ceci étant, comme déjà signalé, si (U, h) est une carte de la va- 


VARIÉTÉS TOPOLOGIQUES 115 


riété Z, alors U est ouvert dans Z et k:U —- h (L') est un homéo- 
morphisme. 11 s'avère que la réciproque est vraie pour r = 0. 

Proposition 3. Une carte (U, h) d'une variété topologique Z, pour 
laquelle U est un ouvert de T et l'application h:U — h (U) est un ho- 
méomorphisme, est une carte de Z (appartenant à son atlas maximal 
Amax)- 

ÿ 2 prouver cette proposition on se servira du lemme suivant: 

Lemme 1. Si Les supports U et V de cartes (U, h) et (V, k) d'un es- 
pace topologique Z sont des ouverts de © et les applications h:U — 
— hk (U) et k:V —+ k (V) sont des homéomorphismes, ces cartes sont 
compatibles (dans la classe C°). 

La proposition 3 est la conséquence directe du lemme 1, puisque 
d’après ce lemme Ja carte (U, h) de la proposition 3 est compatible 
avec toute carte (V, k) de l'atlas maximal À... de la variété 2, donc 
appartient à cet atlas. Il nous faut par conséquent démontrer uni- 
quement le lemme 1. 

Démonstration du lemme 1. L'’intersection U f| 
N V est ouverte dans Z (donc dans ÜU). Les applications k et k 
étant des homéomorphismes, les ensembles k (U M V) et k (U N V) 
sont donc ouverts (respectivement dans k (U) et À (V) et par con- 
séquent dans KR"). 

D'autre part, les applications : 


khlunv:U NA V—+hk(U N"etklunv: UNV—-k(UNFY) 


étant visiblement des homéomorphismes, il en est de même de leur 
composée 
hok"1: kK(UNV)—+hk(U NV). 


Donc, les cartes (U, h) et (V, k) sont compatibles. [ 

La proposition 3 exprime que pour r = (0 les cartes de la varié- 
té Z sont caractérisées de façon purement topologique, i.e. La struc- 
ture d’une variété topologique sur un espace topologique Z (si elle 
existe) est définie de façon unique. En d'autres termes, la structure 
d'une variété topologique sur un espace topologique Z n'apporte 
rien de nouveau à cet espace, et la classe des variétés topologiques 
est tout simplement une sous-classe de la classe de tous les espaces 
topologiques. 

Pour dire si un espace topologique 2’ est une variété topologique 
à n dimensions, il faut envisager tous les sous-ensembles ouverts 
UC % homéomorphes aux sous-ensembles ouverts de R". L'espace .? 
sera une variété si et seulement si toutes les cartes (U. h), où k:U —+ 
— h (U) est un homéomorphisme (et À (U) un ouvert de R”), forment 
un atlas, i.e. en raison de la compatibilité de deux telles cartes, si et 
seulement si les ensembles U forment un recouvrement ouvert de 
l'espace ZT. Ceci prouve que les variétés topologiques ne sont autres 
que les espaces localement euclidiens. 


ge 
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Remarque 4. Il existe des espaces localement euclidiens (= varié- 
tés topologiques) qui ne peuvent être munis d’une structure de 
variété différentiable (de classe C” avec r > 0). (De telles variétés 
sont dites indifférentiables.) Les conditions nécessaires et suffisantes 
d'existence d’une structure différentiable sur une variété topologi- 
que. compatible avec sa topologie, sont connues mais fort complexes. 

Les variétés topologiques ne seront pas étudiées dans la suite si 
le contraire n'est pas spécifié. 


+ + * 


Comme déjà dit à la leçon 6, le cas n = 0 ne sera pas exclu. 
En fait, il est peu intéressant. 

En effet, pour x = 0 l’espace R" est composé du seul point 0, 
donc, dans une variété 0-dimensionnelle Z”, tout point possède un 
seul voisinage de coordonnées composé de ce point. Donc, dans une 
variété 0-dimensionnelle .Z’, tout point (par conséquent, tout sous- 
ensemble de Z) est un ensemble ouvert. Un espace topologique possé- 
dant cette propriété est dit discret. Puisque tout espace discret 
possède visiblement pour seule structure la structure d'une variété 
0-dimensionnelle (pour laquelle tout point est le support d’une carte), 
on voit que les variétés O-dimensionnelles ne sont autres que les espaces 
discrets. 

Signalons que les cartes d’une variété 0-dimensionnelle sont 
disjointes. Nous avons donc le droit d'admettre que cette variété 
est de classe C” quelconque. 

Toute variété 0-dimensionnelle (= espace discret) Z est métri- 
sable au moyen d’une métrique pour laquelle la distance de deux 
points distincts quelconques est égale à l'unité. Ceci justifie la re- 
présentation de Z comme un ensemble parsemé de points isolés 
distincts. 

Dans la suite, le cas nr = 0 sera en général écarté. 


*k à *# 


On dit qu'une application f:? — % d'espaces topologiques est 
continue en un point p € .? si pour tout voisinage V du point f (p) 
de # il existe un voisinage U du point p dans Z tel que f (U)E V 
(comparer avec la (e, Ô})-définition d’une fonction continue). 

Une application f:? — * continue en chaque point p € Z est 
dite continue sur À. 

Il est aisé de voir qu'une application f: À —+ ‘y est continue sur Z 
si et seulement si l'image réciproque f"! O = {p ET; f (p) E O} de 
tout ensemble ouvert OC %Y est un ensemble ouvert dans TZ. En effet, si 
une application f est continue, pour tout point p € f-:0 il existe 
(puisque O est un voisinage du point f (p)) un voisinage U dans Z tel 
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que fUC O. Mais alors UC f-10 et, par suite, le point p est un 
point intérieur de l'ensemble f-10. Donc, l’ensemble f-10 est ouvert. 
Réciproquement, si pour tout ouvert OS # l'ensemble f-10c ZT 
est ouvert, alors en particulier pour tout point p € .Z et tout voisina- 
ge V du point f (p) dans % l'ensemble U = f-'V (contenant le 
point p)est ouvert (i.e. est un voisinage du point p). Puisque fUC V, 
on en déduit que l'application f est continue en p. © 

11 s'ensuit que les homéomorphismes f:T —- # sont exactement 
des applications bijectives continues dont les applications réciproques 
f"':y— ZT sont aussi continues. 

Une application injective continue f:T? — # qui est un homéo- 
morphisme sur le sous-espace fT € % s'appelle monéomorphisme 
(cf. leçon 1). 

Remarquons que si un ensemble OC © est ouvert dans .? et 
si l'application f:2 —+ % est continue, l’ensemble /O peut ne pas 
être ouvert dans %. Ce sera visiblement le cas si le sous-ensemble j.{” 
de % ne possède aucun point intérieur. (De façon plus concrète : 
T =R, Y% — R° et f est l'injection x — (x, O).) 

Les applications continues f:7 —+ « qui sont telles que pour tout 
ensemble ouvert O dans T l'ensemble fJ0S % est ouvert dans 
sont dites ouvertes. 

Exercice 2. Montrer que: 

a) Pour tout espace topologique Z l'application identique 
id: —+ TZ, p— p, est continue. 

b) Si deux applications f:7? — % et g:%—+ & sont continues, il 
en est de même de leur composée 


gof: Thé, p—8g(f(p)). 


Les propriétés a) et b) expriment que l’ensemble TOP de tous 
les espaces topologiques et de toutes leurs applications continues 
forme une catégorie. 


x à * 


Si Z et % sont des variétés différentiables (de dimensions n 
et m respectivement), pour tout point po E.Z, toute application conti- 
nue f:2—+ ‘%# et tout voisinage de coordonnées V du point f (p) 
dans # on peut admettre que le voisinage U du point p, dans ? 
pour lequel fUC V est aussi un voisinage de coordonnées. Donc, si 


R:U—+hR(U)ER" et k: V—rk(V)e 7 
sont des applications de coordonnées, la formule 
f=ko(flu)ckT 


définira une application 


(2) f: h (U)—+ k (V) 
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de l’ensemble ouvert k (U) de R" dans l’ensemble ouvert k (V) de 
R7. Cette application est définie par m fonctions 


(3) y =fl(x,..., x"), j=1,...,m, 


de 7 variables, exprimant les coordonnées y, ..., y” du point 


= f(x) EA(V)C R" au moyen des coordonnées z!, ..., x" du 
pointxE k(U) SR" (i.e. en d'autres termes, les coordonnées locales 
du point qg = f (p) € V en fonction de celles du point p E U). On 
dira que les fonctions (3) expriment (ou définissent) l'application f dans 


11 


les cartes (U, h) et (V, k) (en coordonnées locales z!, ..., z" et 
y, ..., y" 

Exercice 3. Montrer que si (U’,h’) et (V”’, À’) sont des cartes tel- 
les que p, € U’ et fU'E V”, les fonctions f'i exprimant l'applica- 
tion f dans les cartes (U”, h’ ) et (V”, £’) sont différentiables au point 
h' (Po) si et seulement si les fonctions (3) le sont au point À (po). 

En ce sens la différentiabilité des fonctions (3) ne dépend pas du 
choix des cartes (U, h) et (F, k). 

Définition 3. On dit qu'une application continue f:.2 — % est 
différentiable en un point p, € À si dans certaines (donc dans toutes) 
cartes (U, L) et (V, k) telles que p, € U et fUC V, les fonctions (3) 
définissant l'application f sont des fonctions différentiables (de 
classe C7 donnée) au point h (po). 

Une application f : Z —+ ‘ différentiable en tout point p € Z est 
dite différentiable sur X. 

Exercice 4. Montrer que 

a) Pour toute variété différentiable Z l'application identique 
id: 2 —+ Z est différentiable. 

b) Si des applications f : Ÿ — % et g:Y— 3 sont différentia- 
bles, il en est de même de leur composée 


gof:T%, pi g(f(p)). 


Par définition cela exprime que l'ensemble DIFF de toutes les va- 
riétés différentiables et de toutes leurs applications différentiables forme 
une catégorie. 

Définition 4. On dit qu’une application f: Z + % de variétés 
différentiables est un difféomorphisme si 

1° elle est bijective, 

29° différentiable, 

3° l'application réciproque f-! :%—Z2 est différentiable (donc 
est aussi un difféomorphisme). 

Un exemple évident de difféomorphisme est l'application de 
coordonnées À: U—+h(U). (Question: par quelles fonctions (3) 
est définie cette application?) 

Réciproquement, il est aisé de voir que pour tout ensemble ouvert 
U d’une variété différentiable À et tout difféomorphisme h : U—+ h (U), 
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h (U)= R”, le couple (U, h) est une carte de À (appartient à son atlas 
maximal). En effet, dire que (U, k) appartient à un atlas maximal 
revient à dire qu'elle est compatible avec toute carte (V, k) de cet 
atlas, i.e. les ensembles À (U AN Vjetk (U MN V) sont ouverts dans R" 
(ou, ce qui est équivalent, dans À (U) et À (V)) et l'application 
koh"1: kh(UNV)—+k(U NV) est un difféomorphisme. Or, la 
première propriété résulte du fait que l'ensemble U f] V est ouvert 
dans V et dans U, et les applications À et k sont des homéomorphis- 
mes: la deuxième, du fait que ces deux applications (ou plus exacte- 
ment leurs restrictions à U f] V) sont des difféomorphismes (compa- 
rer avec la démonstration ci-dessus de |a proposition 3 et du lem- 
me {). 

On dit que des variétés Z et % sont difféomorphes s'il existe 
au moins un difféomorphisme de Z sur %. Ces variétés possèdent 
les mêmes propriétés différentielles (des proprié- 
tés exprimées en termes de structure différentiable) et en ce sens 
sont identiques. En particulier, dim ©? — dim #. 


Exercice 5. Montrer que les variétés différentiables obtenues en munissant 
la droite R de la structure différentiable standard et de la structure de l'exemple 
3 de la leçon 6 sont difféomorphes. 


Remarque 5. On démontre (faites-le à titre d'exercice) que toute 
variété différentiable non compacte (resp. compacte) à une dimension 
vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité est difféomorphe 
à la droite R (resp. au cercle S') munie de la structure standard. 
11 est curieux que pour nr = 4 (et seulement pour #7 = 4) il existe 
sur R" des structures différentiables (qui se construisent très diffi- 
cilement) compatibles avec la topologie de R"“, pour lesquelles R” 
n'est pas difféomorphe à R* muni de ls structure standard. 


+ + »* 


Soient Z un ensemble, 3 une variété différentiable et f:2 — % 
une application bijective. J1 existe alors sur À une seule structure 
différentiable pour laquelle f est un difféomorphisme. Les cartes pour 
cette structure sont tous les couples (f-!U, k c f), où (U, h) est une 
carte arbitraire de la variété %. On dit de cette structure qu'elle est 
transportée de % sur © par f. 

Il est clair que les structures différentiables transportées de % 
sur TZ par des applications bijectives f:Z + Yÿetg:%X — Y sont 
confondues si et seulement si l'application gof"!: #4 % est un 
difféomorphisme. 
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Invariance topologique de la dimension des variétés. — Dimension 
par recouvrements. — Espaces compacts. — Lemme de Lebesgue. — 
Majoration de la dimension des sous-ensembles compacts de R'. 
— Monotonie de la dimension. — Ensembles fermés. — Mono- 
tonie de la dimension par ensembles fermés. — Produit direct d'espa- 
ces topologiques. — Compacité du produit direct d'espaces compacts. 


La conclusion, tirée à la leçon précédente, que la structure d’une 
variété topologique sur un espace topologique ©? n ‘apporte rien de 
nouveau à cet espace est en fait un peu hâtive, car à priori il n’est 
pas exclu qu’un même espace Z puisse posséder des recouvrements 
ouverts {U,} et {V;} tels que tout ensemble U, soit homéomorphe 


à un ensemble ouvert U, de "R", et tout ensemble V;,, à un ensemble 


ouvert V, de R”,r = m, et par suite, l'espace Z sera muni de 
deux structures distinctes de variété topologique pour l’une desquelles 
TZ est une variété à r dimensions et pour l’autre une variété à m di- 
mensions. La question de savoir si ceci peut avoir lieu ou non équi- 
vaut à la question de savoir si la dimension est un invariant lopo- 
logique, i.e. si des variétés homéomorphes sont nécessairement de 
même dimension. 

Supposons que de tels recouvrements {U,} et {V;} existent. 
Choisissons deux ensembles U,, et Vs, tels que leur intersection W 
pe soit pas vide (il est clair que cela est toujours possible) et considé- 
rons dans l’espace R” l’ensemble O,, image de W par un homéomor- 


phisme de U,, sur Üaes et dans l’espace R” l’ensemble O,, image de 


W par un homéomorphisme de Vs, sur Vs. Les ensembles O, et O, 
sont ouverts (dans les espaces R" et R” respectivement) et homéo- 
morphes. Réciproquement, si de tels ensembles existent, ils consti- 
tuent un exemple de variétés homéomorphes de dimensions diffé- 
rentes. 

Donc, la question est de savoir si deux ensembles ouverts appar- 
tenant à des espaces R" et R” de dimensions distinctes (n7 mm) 
peuvent être homéomorphes. On montrera que La réponse est négative, 
et par conséquent, on aura le théorème suivant d’inva- 
riance topologique de la dimension des 
variétés qui dissipe tous les doutes: 

Théorème 1. Les variétés homéomorphes sont de même dimension. 

Pour prouver le théorème 1, on définira pour tout espace topolo- 
gique Z le nombre entier dim Z appelé dimension de Z. Par 
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définition, ce nombre est topologiquement invariant, i.e. le même 
pour tous espaces homéomorphes. On démontrera en outre que pour 
tout ensemble FE R” fermé borné (compact; cf. plus bas) on a 
l'inégalité 


(1) dim F<n, 

qui, lorsque F est le cube 2" de R”, composé des points t — 
= (t!,...,t") tels que | tŸ | 1 pour tous i — 1,...,n, se trans- 
forme en l égalité 

(2) dim {= n. 


Ceci suffit déjà pour démontrer le théorème 1. 

En effet, soient O, et O, des ensembles ouverts homéomorphes 
des espaces R” et R7 respectivement. L'ensemble O, étant ouvert, 
il contient un sous-ensemble fermé et borné F, homéomorphe au cu- 
be Z". Soit F, l'image de ce sous-ensemble par un homéomorphisme 
de O, sur O,. Le sous-ensemble F, de R" est aussi fermé et borné 
(prouvez-le l). Donc, dim F,< m en vertu de la formule (1). D'autre 
part, la fonction dim étant topologiquement invariante. on a 
dim F,=—dim F,=dim /"=n. Donc, #n< m. Les ensembles O, et O, 
jouant des rôles symétriques dans ce raisonnement, en les interver- 
tissant on trouve par analogie que m< n. Donc, #7 = m, ce qui 
prouve le théorème 1. O 

Remarque 1. A nôter que le nombre dim TZ d'une variété T 
(même différentiable) peut être différent de sa dimension au sens de 
la définition 5 de la leçon 6 (cf. exemple 4 plus bas). On désignera 
provisoirement (dans cette leçon seulement) par dim’ Z la ‘dimension 
de la variété Z au sens de la définition 5 de la leçon 6. Plus bas 
(cf. remarque 3) on caractérisera topologiquement ce nombre (et on 
démontrera par là même le théorème 1 une fois de plus). 


+ + »* 


Introduisons la fonction dim à l'aide des définitions suivantes: 

Définition 1. On dit qu'un recouvrement {U, } d'un espace Z est 
inscrit dans un recouvrement {V;} si pour tout « il existe un $ 
tel que U, € Vs. 

Définition 2. On dit qu'un recouvrement {U,} d’un espace Ÿ est 
de multiplicité < n + 1 si l'intersection de toute famille à nr + 2 
ensembles de {U,} est vide. Si le recouvrement {U,} est de multi- 
plicité S r + 1 mais pas de multiplicité < nr (i.e. il contient une 
famille à nr + 1 ensembles d’intersection non vide), on dit qu'il 
est de multiplicité n + 1. 

Définition 3. On dit que dim ? < nr si dans tout recouvrement 
ouvert fini d’un espace Z on peut inscrire un recouvrement ouvert 
fini de multiplicité Sr + 1. Si dim TZ’ LR mais il est faux que 
dim Ÿ? nr +1, on dit que dim Ÿ = n. 
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Exemple 1. Un espace discret est de toute évidence de dimen- 
sion 0. 

Exemple 2. L'ensemble de tous les nombres rationnels (pour la 
topologie induite par celle de la droite réelle) est aussi de dimension 0 
(dans tout recouvrement ouvert fini de cet ensemble on peut inscrire 
ua recouvrement fini composé d'intervalles disjoints, donc de multi- 
plicité 1). 

Exemple 3. L'ensemble des nombres irrationnels est aussi de 
dimension O0 pour des raisons analogues. 

Exemple 4. Soit Z une droite non séparée avec une singularité 
de multiplicité nr + 1 en 0 et soit {U,} un recouvrement ouvert fini 
de l’espace Z tel que les n + 1 points en lesquels se désagrège le 


point 0 appartiennent à des éléments distincts de ce recouvrement. 
La multiplicité de ce recouvrement et aussi de tout recouvrement 
ouvert inscrit dans {U,} sera > n + 1. Ceci montre que dimZ >n 
{alors que dim” Z = 1). 

Donc, dans le cas des variétés non séparées, l’invariant dim ne 
reflète pas adéquatement l’idée intuitive de la dimension. 

Remarque 2. On ne sait pas si l'égalité dim Z = dim’ Z 
a lieu pour toute variété séparée. On démontre que dim Z — dim’ Z 
si la variété Z est paracompacte (les variétés paracompactes seront 
définies à la leçon 23). 

Exemple 5. Il est évident que dans tout recouvrement ouvert 
fini du segment 1 —[—1, 1] on peut inscrire un recouvrement cons- 
titué d'intervalles empiétant légèrement les uns sur les autres 
(donc de multiplicité 2). Par conséquent, dim Z < 1. Comme l’éga- 
lité dim 7 = 0 est visiblement impossible (le segment £ ne peut 
être recouvert par une famille finie d'’intervalles disjoints de lon- 
gueur << 1), on en déduit que dim 1 = 1 (cf. formule (2)). 


Exercice 1. Donner une forme rigoureuse au raisonnement produit. 


Exemple 6. En recouvrant le carré 1° = {(x, y) ER, 1<1< 
< 1, —1< yL 1} par des pavés en quiconque et en augmentant 
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légèrement les dimensions de chaque pavé, on obtient un recouvre- 
ment ouvert fini de multiplicité 3. On démontre (cf. plus bas, mais 
nous recommandons au lecteur de le faire immédiatement) qu’un tel 
pavage peut être inscrit dans tout recouvrement ouvert fini du carré. 
Donc, dim {*< 2. (Nous verrons que la démonstration de l’iné- 
galité inverse dim 7° > 2 est bien plus compliquée.) 


à + + 


On se propose de généraliser la construction de l'exemple 6 à un 
cube à nr dimensions 


[= {hs tn) ER", —1<h<l..., —1<t 1}. 


Pour cela il nous faut effectuer un certain travail préparatoire. 

Définition 4. On dit qu'un espace topologique .Z est compact 
(d’après Bourbaki, quasi compact) si de tout recouvrement ouvert 
{U.} de Z on peut extraire un sous-recouvrement fini. 

Il est aisé de voir que tout sous-ensemble infini d'un espace compact 
admet un point d'accumulation (i.e. un point dont chaque voisinage 
contient une infinité de points de ce sous-ensemble). En effet, dans 
le cas contraire, chaque point de l’espace posséderait un voisinage 
contenant un nombre fini de points du sous-ensemble. Ces voisinages 
formeraient un recouvrement ouvert dont aucune sous-famille finie 
ne serait un recouvrement (puisque le nombre total de points de ce 
sous-ensemble contenu dans les éléments de cette sous-famille est 
fini). Vu qu'un tel recouvrement ne peut exister dans un espace 
compact, on en déduit que les points d'accumulation existent. [ 

Un sous-ensemble À d’un espace topologique est dit compact s'il 
l'est pour la topologie induite (en tant que sous-espace). 

On appelle recouvrement ouvert d’un sous-espace À de Z une 
famille {U,} d'ensembles ouverts de Z telle que 


AC U Us. 
[e 2 


Dans ce cas, les intersections À f\ U, forment un recouvrement 
ouvert de À en tant qu'espace topologique (pour la topologie induite), 
et tout recouvrement de À peut être ainsi obtenu (mais de façon non 
unique). Donc, un sous-espace est compact si et seulement si de tout 
recouvrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini. 

Le théorème classique de Heine-Borel nous dit 
que tout sous-espace fermé borné de R° est compact. En particulier, 
le cube I" est compact. 
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On rappelle que le diamètre d'un sous-ensemble À d’un espace mé- 
trique Z est par définition le nombre 


d(K)= Sup. p(p, g), 


où p est une métrique sur Z. 

Lemme 1 (lemme de Lebesgue). Pour tout recouvrement ouvert 
{U,} d'un espace métrique compact À il existe un nombre € >> 0 tel 
que tout sous-ensemble K de À dont le diamètre est < & est contenu 
dans un élément du recouvrement {U,.}. 

Démonstration. Siuntele n'existe pas, pour tout r > 0 
on peut exhiber un sous-ensemble K, de T, de diamètre  1/n, 
n’appartenant à aucun U.. Choisissons un point arbitraire p, de X, 
et considérons l'ensemble { Pn}. L'espace Z étant compact, cet en- 
semble possède au moins un point d'accumulation ps. Soit Do € Ua 
et soit d la distance de p, à © XU, (i.e. d = inf 9 (Po, p),oùpEe 
E TU). Si n > 2/d et p (po, Pn) < d/2, alors 


d , 
P (Pos P)< P (Po, Pn) + P (Pn, PS5 ++ <d 


pour tout point p € X,, et donc, contrairement à l’hypothèse, K,€ 
€ Un, 

Le nombre e > O du lemme s'appelle nombre de Lebeszue du 
recouvrement {U,}. 

Un recouvrement {V,} d’un espace métrique Z s'appelle e-re- 
couvrement si d (V,;) << e pour tout f$. 

Corollaire 1. Si e est le nombre de Lebesgue d'un recouvrement 
{U.}, tout e-recouvrement ouvert fini {V,} d'un espace métrique com- 
pact À est inscrit dans {U,}. © 

Corollaire 2. L'inégalité dim Z' < n est satisfaite pour un espace 
métrique compact T si et seulement si pour tout e > 0 il existe un 
e-recouvrement ouvert fini de À de multiplicité £n +1. DO 


*k + * 


Désormais, nous sommes en mesure de généraliser l'exemple 6 
à tout 7 (et à tout ensemble fermé borné FE R”). 
Proposition 1. Pour tout ensemble fermé borné F € R" on a l'iné- 
galité 
dim F< nr. 


Démonstration. Soit V > 0. Par récurrence sur nr cons- 
truisons pour tout r > 1 un recouvrement spécial de R” composé 
d’ensembles fermés, que l’on appellera pavage de rang N. Ceci étant, 
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les points de l’espace R”, z > 2, seront identifiés aux couples (t, t), 
où tERr-lett ER. 

Par définition, le pavage de rang N de la droite R est composé 
des segments [(a — 1)/N, a/N], —o << a << + oc. 

Supposons qu’on ait déjà construit un pavage de rang N de l’es- 
pace Rr-1, n> 2. Pour pavage de rang { de l’espace R" prenons le 
recouvrement composé de tous les ensembles de la forme 


K X L(a —1YN, alN1= {(t, D ER, tEK, (a—1YNE 1 alN}, 


où a est un entier arbitraire, et À un élément du pavage de rang N 
de l’espace R'-!si a est impair et un élément du pavage de rang N 
de l'espace R'-1 soumis à une (1/2N, ..., 1/2N)-translation si a 
est pair. 

Par récurrence sur z on démontre immédiatement que: 

a) un pavage de rang { de l’espace R”" est un recouvrement de 
l'espace R” formé de cubes d’arête 1/W; 

b) tout point de l’espace R”° appartient au plus à n + 1 cubes 
d'un pavage de rang N, et de plus un point appartient à #7 + 1 cubes 
si et seulement s’il est de la forme 

2N? " 2N° NN} 
OÙ Gy, - + «> An-y» An SOnt des entiers. 
Le diamètre d'un cube d'arête a de R” étant visiblement égal 


à aV/n. on voit que le pavage de rang À est un (}/r/N)-recouvrement 
fermé (i.e. est composé d’ensembles fermés) de R° de multiplicité 
n + 1. Pour obtenir un recouvrement ouvert, choisissons un nombre 
ô > 0 et remplaçons chaque cube du pavage par son 6-voisinage 


(dont le diamètre est de toute évidence égal à 2ô + (Y n/N)). Pour ô 
assez petit (plus exactement pour ô << 1/2W) la multiplicité du 
recouvrement ne changera pas. Puisque pour tout € > 0 il existe 
des N et 6 tels que e > 26 + (Y/n/N), on voit donc que pour tout 
e >> 0 il existe un e-recouvrement ouvert de l'espace R° de multi- 
plicité n + 1. 

Tout sous-ensemble fermé borné (i.e. compact) F de l’espace R° 
n'est intersecté que par un nombre fini d'éléments de ce recouvre- 
ment, donc ce recouvrement découpe sur F un e-recouvrement ouvert 
fini de multiplicité < nr + 1. Par conséquent, dim F< n. CO 

Des formules (1) et (2) indispensables à la démonstration du 
théorème 1, nous avons déjà établi la première. Pour achever la 
démonstration du théorème 1, il ne nous reste donc qu’à prouver 
l'inégalité dim 1" > n (ce qui en fait est la partie la plus difficile 
de la démonstration). Pour ne pas suspendre l'exposé, nous le ferons 
à la prochaine leçon et, pour l'instant, discutons plus en détail la 
formule (1). 
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Par une meilleure exploitation de la construction des pavages, 
on démontre que la formule (1) est valable pour tous sous-ensem- 
bles F de R” (pas nécessairement fermés et bornés). 


Exercice 2. Prouver la formule (1) pour tout sous-ensemble F & KR". 


Pour F = R" en particulier, on trouve que 
(3) dim 8° < n. 


Donc, la formule (1) est la conséquence de l'inégalité formellement 
plus exacte 


(4) dim F< dim R” 


(en effet, on verra plus bas que dans la formule (3) on a l'égalité 
(9) dim R" = n, 


donc les inégalités (1) et (4) sont équivalentes). 

La formule (4) affirme que la dimension de tout sous-espace F de 
l'espace topologique KR” est inférieure à la dimension de cet espace, 
ce qui est bien en accord avec notre intuition. Il est naturel d'espérer 
que la propriété de monotonie de la dimen- 
sion 
(6) dim F< dim Z 


ait lieu pour un sous-espace F de tout espace topologique Z. Mais 
nous verrons sur un exemple de la leçon 10 que l'inégalité (6) est 
généralement fausse et pour qu'elle soit vraie il faut imposer à F 
ou à Z des conditions subsidiaires. 
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Définition 5. On dit qu’un sous-ensemble F d’un espace topolo- 
gique Z est fermé si son complémentaire est ouvert. 

Pour les sous-ensembles des espaces métriques (et en particulier 
pour les sous-ensembles de l’espace R”) cette définition est connue 
du cours d'analyse (et nous l’avons déjà utilisée pour ces espaces). 

Exercice 3. Montrer que tout singleton d'une variété T est fermé 
(i.e. tout point de Z est fermé). 

Exercice 4. Montrer que tout sous-ensemble fermé d'un espace 
compact est compact. [IN ota. Se servir du fait qu’en ajoutant à un 
recouvrement ouvert d'un ensemble F l’ensemble ouvert Z XF, on 
obtient un recouvrement ouvert de l’espace Z tout entier.] 

Il est clair que: 

1° L'ensemble vide @ et l’espace Z sont fermés. 

2° L'’intersection de toute famille d’ensembles fermés est fermée. 


ENSEMBLES FERMÉS 127 


3° La réunion de toute famille finie d’ensembles fermés est fermée. 

Comparer avec les propriétés homologues 1° à 3° des ensembles 
ouverts à la leçon 7. 

La propriété 2° des ensembles ouverts entraîne immédiatement 
que pour tout sous-ensemble À d'un espace topologique, il existe un 
plus petit ensemble fermé contenant À (ce sera l'intersection de tous 
les ensembles fermés contenant À). Cet ensemble fermé s'appelle 


adhérence de l'ensemble :4 et se note À. 


I] est clair qu'un point p € Z appartient à À si et seulement si 

tout voisinage de p rencontre A. Ceci exprime que 
TK A=Imt(T A). 

[On remarquera que Int À est justiciable de la formule duale 
T\KIntA = ZA. 

Exercice 5. Montrer que les propriétés suivantes de l’applica- 
tion f:2 —+ % sont équivalentes: 

a) L'application f est continue. 

b) Pour tout ensemble fermé CS % l'ensemble fCeT 


est fermé. 
c) Pour tout ensemble AC Z on a l'inclusion 


(4) f (4). 
d) Pour tout ensemble B € % on a l'inclusion 
f'(B)e f"(B). 


Remarque 3. Nous avons vu que l’invariant dim ne correspon- 
dait pas toujours à notre intuition de la dimension. On pourrait 
tenter d’arranger la situation en introduisant un nouvel invariant 
dim’. Pour tout espace topologique Z on admettra que dim’? <n 
si pour tout voisinage U d’un point p € © il existe un voisinage V 


de p contenu dans U, tel que pour son adhérence V dans U l'on ait 
l’inégalité dim V < n. (La mention « dans U » est essentielle ici, 
car l’adhérence du voisinage V dans Z peut être bien plus grande.) 
Si dim’ Z << n mais dim’ Z L nr — 1 est faux, alors par définition 
dim’ Z = n. Puisque tout point d’un ensemble ouvert UC R° 
possède un voisinage dont l’adhérence est homéomorphe au cube 7" 
(on se sert de la formule (2) qui reste à prouver), la dimension dim"? 
de toute variété Z sera confondue avec celle de la définition 5 de la 
leçon 6 (cf. remarque 1 plus haut). Les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que l’égalite 


dim ©? = dim’ ? 
ait lieu sont encore inconnues (cf. plus haut exemple 4 et remar- 
que 2). 
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Comme déjà dit, la dimension d’un sous-espace peut être supé- 
rieure à celle de l’espace tout entier. 

Mais ceci est impossible pour les sous-espaces fermés. 

Proposition 2. Pour tout sous-espace fermé F d'un espace topologi- 
que Z. 
(7) dim F< dim Z. 


Démonstration. Soit {U,} un recouvrement ouvert 
fini d'un sous-espace F. Dire que U, est ouvert dans F revient 
à dire qu'il existe dans Z des ensembles ouverts UX tels que U, = 
= U, NF pour tout «. Les ensembles US forment avec l'ensem- 
ble Z' XF un recouvrement ouvert fini de l'espace Z. Il existe 
donc un recouvrement ouvert fini {V,} de multiplicité < nr + 1, 
où rz — dim Z, inscrit dans ce recouvrement. Considérons tous les 
ensembles non vides de la forme Vi M F. Il est clair que ces ensem- 
bles forment un recouvrement ouvert fini d’un sous-espace F de 
multiplicité < x + 1, inscrit dans le recouvrement {U,}. Donc, 
dans tout recouvrement ouvert fini de F on peut inscrire un recouvre- 
ment ouvert fini de multiplicité < r + 1. Donc, dimF<n. 0 

Dans l’exemple qui sera construit à la leçon 10, le sous-espace 
F sera ouvert (et l'espace .?° séparé et compact). 

On démontre (c'est un théorème difficile) que, pour que l’iné- 
galité (6) ait lieu pour tout sous-espace F, il suffit que l’espace Z 
soit métrisable et satisfasse au deuxième axiome de dénombrabilité 
(d’une façon générale, les espaces métrisables satisfaisant au deuxiè- 
me axiome de dénombrabilité sont dans un certain sens les domaines 
les plus naturels de construction de la théorie de la dimension; 
en dehors de cette classe d'espaces, presque aucune propriété « natu-- 
relle » de la dimension n’est généralement vraie). Donc, dans l’exem- 
ple de la leçon 10, à priori l’espace Z soit n’est pas métrisable, soit 
ne satisfait pas au deuxième axiome de dénombrabilité. (En effet, 
on démontre sans peine qu’il n’est pas métrisable et ne satisfait pas 
au deuxième axiome de dénombrabilité. Ceci ne l'empêche pas 
d'être séparé et compact.) 

Remarque 4. De la proposition 2 il résulte en particulier que 
dim" < dimR". D'après la formule (2) qui sera prouvée à la 
leçon 9, ceci exprime que z << dim". Combiné à la formule (3) qui 
n'a pas encore été prouvée, ceci nous donne l'égalité (5). 


t + 


Outre l'approche de la démonstration de la formule (3) esquis- 
sée plus haut, il en existe une autre plus conceptuelle qui est ba- 
sée sur une construction topologique simple mais importante expo- 
sée pour des cas particuliers en analyse. 
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Soient Z et % des espaces topologiques et soit Z X % l’ensem- 
ble de tous les couples (p, qg),oùp E Z'etqge y. SiUc TLetVe Y, 
alors UX VE TZ X Y et il est clair que l’ensemble de tous les 
sous-ensembles de la forme U X V, où U est ouvert dans Z et V 
ouvert dans %, est stable pour les intersections. Cet ensemble est 
donc une base pour une certaine topologie de Z x %#. 

Définition 6. L'espace topologique obtenu s'appelle produit di- 
rect (ou cartésien) des espaces Z et % et se note par le même symbo- 
le Z X Y. 

La topologie de l'espace Z X % s'appelle produit direct des 
topologies des espaces Z et Y. 

Il est aisé de voir que le produit direct © X Y d'espaces séparés 
T et Y est séparé. En effet, soient (p,, g,) et (p2, g) deux points 
distincts de l’espace Z' X Y. Il s'ensuit que soit p, = p>, soit 
4  q:. Admettons pour plus de clarté que p, Æ p.. L'espace Z 
étant par hypothèse séparé, les points p, et p. possèdent dans Z 
des voisinages U, et U, disjoints. Les ensembles U, X % et U, X Y 
seront alors des voisinages disjoints des points (p1, q1) et (P:, q2) 
dans le produit Z X %. 0 

On définit par analogie le produit direct 2, X ... x Z, de toute 
famille finie d'espaces topologiques. Il est aussi séparé si les 
espaces Z,, ..., ©, le sont. 

Exercice 6. Montrer que 


R=RX... XR(n fois). 


[Nota. Pour toute boule de l’espace R il existe un cube inscrit 
et un cube circonscrit de faces parallèles aux plans de coordonnées.] 

Pour que des ensembles U X V forment une base de l’espace ZX 
X %, il n’est pas nécessaire que U et V parcourent tous les ensem- 
bles ouverts des espaces Z et % respectivement. Il suffit de toute 
évidence que les ensembles U parcourent une base de Z', et les ensem- 
bles V, une base de %. Donc, si des espaces satisfont au deuxième axio- 
me de dénombrabilité, il en est de même de leur produit direct. 

En particulier, on voit encore que l'espace R” satisfait au deuxiè- 
me axiome de dénombrabilité. 

L'examen d'exemples élémentaires (disons des cubes 7” ) nous 


incite à penser que pour deux espaces quelconques Z et on doit 
avoir 


(8) dim (2 X %) = dim Z + dim %. 


Mais des exemples que nous ne pouvons développer en raison de leur 
complexité montrent que l'égalité (8) n'est même pas vérifiée pour des 
espaces métriques compacts. 

Exercice 7. Montrer que tout espace métrique compact satisfait au deuxième 
axiome de dénombrabilité. 


9—0964 
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Bien plus, même l'inégalité 
(9) dim (Z X Y)< dim Z + dim 


peut ne pas avoir lieu pour des espaces topologiques Z et % quel- 
conques. Cependant, on démontre que l'inégalité (9) est satisfaite 
dans la classe des espaces métriques vérifiant le deuxième axziome de 
dénombrabilité (ainsi que dans la classe des espaces compacts sépa- 
rés). Puisque, comme il est aisé de le voir, dim R = 1 (cf. exemple 5 
ci-dessus), ceci prouve en particulier l'inégalité (3). Mais la démons- 
tration de la formule (9) pour les espaces métriques vérifiant le 
deuxième axiome de dénombrabilité est assez compliquée et nous 
glisserons dessus faute de place. 


* 


La véracité de la formule (9) dans la classe des espaces compacts 
séparés passe en particulier par celle de la proposition suivante: 

Proposition 3. Le produit direct d'espaces topologiques compacts 
est compact. 

Avant d'aborder la démonstration faisons quelques remarques 
sur la projection 


(10) TX Y—+ À, (P, q) + p. 


L'image réciproque par la projection (10) d’un ensemble ouvert 
quelconque UC Z'est l’ensemble U X % (ouvert par définition). 
Donc, la projection (10) est une application continue. 

Bien plus, étant donné que tout ensemble de la forme U X V se 
projette sur U, l'image de tout ensemble ouvert de l’espace T X % 
par la projection (10) est un ensemble ouvert de l’espace © (ï.e., la 
projection (10) est une application ouverte). 

Il est évident que des assertions analogues sont valables pour la 
projection Z X Y—+> %, (p, g) + q, ainsi que pour les projections 
TZ, X... XL, TZ, du produit d'un nombre quelconque 
d'espaces sur l’un des facteurs de ce produit. 

Dans le même temps, la projection (10) peut généralement appli- 
quer un ensemble fermé dans un ensemble non fermé (par exemple, 
la projection R° +R, (x, y) + x, applique l’hyperbole zxy = 1, 
qui est un ensemble fermé du plan R°, dans l’ensemble non fermé 
RX {0} de l’axe R). Cependant, si l'espace % est compact, l'image de 
tout ensemble fermé de l'espace À par la projection (10) est un ensem- 
ble fermé de T (autrement dit, la projection (10) est une application 
fermée). En effet, supposons qu'un point p, € Z n'appartient pas 
à la projection pr FE © d’un ensemble fermé FE Z X %, i.e. que 
{po} XYE(Z X S)XF. L'ensemble (2 X Y)XF étant ouvert, 
donc composé uniquement de points intérieurs, on en déduit que 
pour tout point g € % ilexiste un voisinage V, € % et un voisinage 
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U (9) Z de p, tels que U (g) X V,e (Z X 4) XF. Les voisina- 
ges V,, g € %, forment tous un recouvrement ouvert de l'espace %, 
donc — puisque # est compact — de ce recouvrement on peut 
extraire un sous-recouvrement fini V,,, ..., V, . Soit 


U=U(m)n...NU (q). 


L'ensemble U est ouvert, contient le point p, et possède la propriété 
suivante: aucun point du produit Z X % de la forme (p, q), où 
pEU,qgE%, n'appartient à F (si g € V,,, alors (p, q) € U(q;) x 
X Va (TZ X %)XF). Ceci exprime que {p} X Ye (TZ X &) XF: 
i.e. que p € pr F. Nous avons ainsi prouvé que tout point p,{prF 
possède un voisinage UE Z tel que UE ZT\pr F, i.e. le point p, 
est un point intérieur de l’ensemble Z' pr F. Donc, cet ensemble est 
ouvert et, par suite, l'ensemble pr F est fermé. [ 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 3. 

Démonstration de la proposition 3. Sup- 
posons que les espaces Z'et % sont compacts et soit {W, } un recou- 
vrement ouvert de l’espace Z X %. On dira (uniquement dans 
cette démonstration !) qu’un ensemble ouvert OC © est distingué 
si le sous-ensemble O X % du produit Æ X # est contenu dans la 
réunion d’une sous-famille finie du recouvrement {W,}. Pour tout 
point p € Z le sous-espace {p} X % du produit Z X % est homéo- 
morphe (prouvez-le) à l’espace %, donc est compact. Par consé- 
quent, on peut le recouvrir par une sous-famille finie du recouvre- 
ment {W,}. Soit F le sous-ensemble fermé de l’espace Z X 4, 
complémentaire, relativement à Z X %, de la réunion G de tous 
les éléments de cette sous-famille. L'espace % étant compact par 
hypothèse, la projection pr ÆF est fermée dans 2 d'après ce qui 
a été prouvé, donc son complémentaire O est ouvert. D'autre part, 
l'ensemble O X « est contenu dans G par construction. Donc, l’en- 
semble O est distingué. Puisque p € O, ceci prouve que tous les 
ensembles distingués forment un recouvrement de l’espace Z. Cet 
espace étant compact, on peut extraire de ce recouvrement un sous- 
recouvrement fini, i.e. trouver une famille finie d’ensembles distin- 
gués recouvrant Z. Or, il est clair que la réunion detoute famille fi- 
nie d’'ensembles distingués est un ensemble distingué. Donc, Z est 
distingué et, par suite, le recouvrement {W,} contient un sous- 
recouvrement fini. [] 

La démonstration de l'inégalité (9) pour les espaces compacts 
séparés est aussi trop compliquée pour être exposée ici. 
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Théorème du tambour. — Théorème de Brouwer du point fixe. — 
Théorème des cloisons dans le cube. — Espaces normaux et complè- 
tement normaux. — Prolongement des cloisons. — Théorème de Le- 
besgue de recouvrements dufcube. — Minoration de la dimension du 
cube. 


À la leçon précédente nous avons montré que dim 7" < n. Le 
principal objectif de cette leçon est de prouver l'inégalité inverse 
et de montrer ainsi que 


dim {= n pour tout n > 0. 


Pour cela il nous faut commencer de loin. 
Définition 1. Un sous-espace À d'un espace topologique Z 
s'appelle retract de Z s'il existe une application continue 


r: LT + A 


(appelée application rétractante ou tout simplement réfraction) telle 
que r (a) = a pour tout a € À. 

Rappelons que par B" on désigne la boule unité de l’espace 2", 
i.e. l’ensemble des points x € R" tels que | x | 1 (où comme tou- 
jours | x | — V'z° +... + zi si x = (2,...,7,)), et par S"”{ 
la sphère unité, i.e. le sous-ensemble de PB” composé des points 
x ER” tels que | x | = 1. 

Théorème 1. La sphère S"-1 n'est pas un retract de la boule B". 

Pour r = 2, ce théorème explique théoriquement qu’il est possi- 
ble de tendre une membrane sur un cercle, i.e. de faire un tambour. 
Pour cette raison le théorème 1 est appelé généralement théorè- 
me du tambour. 

Contre toute attente, la démonstration de ce théorème évident 
est assez compliquée et implique l’utilisation d’une foule d'idées 
nouvelles. Nous l'ajournerons donc à la leçon 24. 


+ + $ 


Une conséquence immédiate du théorème 1 est le théorème 
de Brouwer du point fixe suivant: 

Théorème 2. Pour toute application continue f : B"— B" il existe 
un point x € B" tel que f (x) = x. 
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Démonstration. Sif(x) x, il existe une droite pas- 
sant par les points x et f (x). Soit r (x) celui des deux points d'inter- 
section de cette droite avec la sphère S"-1, qui n’est pas séparé du 
point x par le point f (x). Si f (x) =<x pour tous les points x, cette 
construction définit une application r: B—+ Sr-1 qui est visible- 
ment continue. Si x € S"-1, le point d'intersection non séparé du 
point x est le point x lui-même. Donc, r (x) = x, i.e. r est une rétrac- 


r(x) 


tion. Puisque l'existence d’une telle rétraction contredit le théorè- 
me L l'inégalité f (x) x ne peut avoir lieu pour tous les points 
xeS. O0 

Corollaire 1. Pour toute application continue f:I"—+ I" il 
existe un point t, € I" tel que f (to) = to. 

Démonstration. Il suffit de remarquer que le cube [" 
est homéomorphe à la boule B". [On peut définir un homéomorphis- 
me de B” sur 1” par exemple à l’aide de la formule 


x A (x)x, x EE", 


— 
où À (0) = 0 et À (x) pour x 0 est la longueur du vecteur OM 
colinéaire au vecteur x et tel que le point M appartienne à la fron- 
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tière du cube I” (il est aisé de voir que le vecteur OM est univoque- 
ment défini au signe près par cette condition).] [] 

Remarque 1. Le théorème 1 découle sans peine du théorème 2. 
En effet, s'il existait une rétraction r:B°— Sr-i, l'application 
composée 


ioaor:B"— B”, 


où a: S"-1—+ S°-lest l'application antipodale x —+ — x, et i l’injec- 
tion Sr-1— B”, serait une application de B" dans B” sans point 
fixe. 


* + + 


Définition 2. Soient À et B des sous-ensembles disjoints d'un 
espace topologique Z. On dit qu'un ensemble fermé CE Z sépare À 
de B (ou qu’il est une cloison entre À et B) si son complémentai- 
re Z XC est la réunion d’ensembles U et V disjoints (et automati- 
quement ouverts) tels que AG V'et B« Y. 

La cloison C peut bien sûr être vide (ce sera le cas si l’espace Z 
est la réunion d’ensembles U et V ouverts disjoints contenant respec- 
tivement les ensembles À et B). 

Pour tout k —1,...,n et tout e — +1, désignons par 
1%" (e) la face du cube 7” composée des points t = (t,,...,t,)€ 
€ 1" tels que ft, = &. 

Théorème 3 (des cloisons dans le cube). L'intersection C;, fN ... 


... f Ch de toutes cloisons C.;, ..., C, entre les faces F7! (— 1), .. 
.., 1871(— 14) et Les faces 137!(+1), ..., 197" (+1) du cube 
[" n'est pas vide: 
Démonstration. Par hypothèse, pour tout k=1,...,n, 
INK Ci=Ur(— 1) U Ua(+1), 
C: 


C2 


QnCO+o 
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où U,(—1) et U,(<+1) sont des ensembles ouverts disjoints tels 


que! 1%7(—1) SU, (—1) et BR '(+1)SU,(+1). Pour tout 
point tE Z" posons 


Pa(t)= inflt—s|, 4—=1, ..., 7. 
SEC} 


Remarquons qu’en raison de la compacité de l’ensemble C;, 
l'égalité p, (t) = 0 équivaut! à l’appartenance t € C,. 

Lemme 1. Le nombre p,(t) est tel que |t, —ep, (t)| <'1, pour- 
purque t=(t, ..., tn) EUn (8). 

De ce lemme il résulte que la formule 


(D = (1 — T0 ... tn —Tn) 
où 


__ fepa(t) si teUz(e), , 
Th = (e ai tEC,, k= 1, ss A, 
définit de façon unique une application f: 1"—+ [" (visiblement 
continue) telle que f (t) = t si et seulement si p, (t) = 0 pour tout 
k—1,...,n,i.e. lorsquet EC, MN... NCh. Puisque le corollaire 1 
du théorème 2 nous dit qu’il existe dans le cube 7” un point t, tel 
que f (t,) = t,, ceci prouve que CO, NN... NC, Æ<S. O0 

Reste à prouver le lemme f. 

Démonstration du lemme 1. Supposons qu’un 
point t € Z" appartient à un ensemble ouvert U, (e). La cloison C} 


Ck 


u, (1) 


séparant 157! (—1) de 71%‘ (+ 1), la perpendiculaire à ces faces 
passant par le point t coupe la cloison C, en un point c, compris 
entre le point t et sa projection sur la face 1%" (—e). Sie — +1, la 
coordonnée s; du point e1 vérifie l'inégalité s,< f,,etsie — — 1, 
l'inégalité sx > t1. Ceci étant, | sx — fr | — Où, où 04 est la distance 
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des points t et c:,. Donc, 
SR = Îh — EOg. 
Puisque par définition 
On Pa (t), 
il s'ensuit que pour e = +1 
tn — Ep (t) = tr — Pa (t)> tr — Où = ln — Ex = > —À, 
et pour € = —i 
tn — pr (t) = tx + Pa (DL fr + On = ln — EOR = SK 1. 
D'autre part, pour e = +1 
tn — Epn (t) = tx — Pa (D LR K 1, 
et pour & = — 1 
in — eat) = th + (tt) >h> — 1. 
Donc, dans tous les cas 
ln — epa (DO I<1. D 
Remarque 2. Le théorème 1 résulte aussi aisément du théorème 3. 


En effet, soit I" la frontière du cube 1" (qui est composée des points 
t E ZI" tels que tx = + 1 au moins pour un À = 1,...,n) et soit 


Sy, k = 1, ..., n, le sous-ensemble de r composé des points t 


tels que t, = 0. Il est clair que S, est une cloison dans [" entre 
les faces 1% (— 1) et 2% (+1). Donc, pour toute rétraction 


r : 1" 1", l'image réciproque C;, = r-?S, de l’ensemble S, sera 
une cloison entre les images réciproques 717%"! (—1) et r”11%7' (+1) 
des faces 1757 (— 1) et Z%7'(+1), donc — puisque 1% (e)C 
C r'il$ t (e) — entre les faces 1% (—1) et 1% (+1). D'autre 
part, puisque de toute évidence S, M... NS, = ©, il s'ensuit 
que C, N...fNCn = S, ce qui est impossible d’après le théorè- 
me 3. Donc, il ne peut exister de rétraction r pour le couple 


(7”, r°) et, par conséquent, pour le couple homéomorphe (B”, S°-1). CO 


+ à * 


Les cloisons n'existent pas dans tous les espaces, ce qui nous 
contraint à introduire la définition suivante. 

Définition 3. On dit qu’un espace Z est normal s’il existe une 
cloison pour deux quelconques de ses sous-ensembles À et B fermés 
disjoints, et complètement normal s'il existe une cloison pour tous 
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sous-ensembles À et B tels que l'adhérence de l’un d'eux ne rencon- 
tre pas l’autre (de tels ensembles À et B sont dits séparés). 

Remarquons que la séparabilité des ensembles est une condition 
nécessaire d'existence d’une cloison entre Afet B. 

Proposition 1. Un espace normal ' est complètement normal si et 
seulement si chacun de ses sous-espaces est normal. 

Démonstration. Ilest clair que chaque sous-espace d'un 
espace complètement normal est complètement normal (car des ensem- 
bles séparés dans un sous-espace le sont dans l’espace tout entier), 
donc est normal. Réciproquement, soient À et B des sous-ensembles 
séparés de Z et supposons que 


0 = TA NB) = (TA) U (TB). 
Les ensembles 
A NO = AX(4A NB) et BNO=BX(ANB) 


sont fermés dans O, donc, si O est normal, ils sont séparés par une 
cloison C. Par définition, ONXC = U |) V, où U et V sont des 


ensembles ouverts dans © disjoints tels que Ahn0cUæaBnhnos 
€ Ÿ. Mais puisque © est visiblement ouvert dans Z, il en est de 


même de U et de V, et comme À NB = Set B NA = S (i.e. A 


et B sont séparés), il vient que AC À no et Be B NO. Donc, 
AU et BE V. Puisque 


ONXC = ŒX(CU(A NB)), 


ceci prouve que l’ensemble C [J (A f\ B) est une cloison dans 
entre À et B. Donc, un espace normal, dont tout sous-espace est 
aussi normal, est complètement normal. [] 

Aux termes de la proposition 1, les espaces complètement nor- 
maux s'appellent aussi héréditairement normaux. 

Remarque 3. Dans la définition des espaces normaux (et complè- 
tement normaux), à la condition d'existence des cloisons on ajoute 
souvent la condition de séparabilité de l’espace. Signalons que pour 
notre part nous ne le ferons pas. 

Proposition 2. Tout espace métrique est normal. 

Démonstration. Soient À et B des sous-espaces fermés 
disjoints d’un espace métrique Z. Pour tout point p € À le nombre 


P 8 (p) — inf p (p. q) 


(distance de p à B) est de toute évidence strictement positif et donc, 
pour ce point, est défini le p 4 (p)/2-voisinage sphérique 


U(p)={a€z, p(p, a)< DE 
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De façon analogue, pour tout point g € B, est défini le p, (q)/2- 
voisinage sphérique 


V(p={sez, pla, 9 <242), 


Pa (g)= infp(p, g) 
pE A 
est la distance de q à À. Soient 
U=UU(?), V= U V(a). 
pEA gt B 


Les ensembles U et Ÿ sont ouverts, contiennent respectivement les 
ensembles À et B et sont disjoints (si a E U NN V, il existe alors 


des points p €*A, q € B tels que a € U (p},a € V (q), et donc 
p(p, a< PER PB 
et 
pa, g <£49 < PES ; 


mais alors 
p (p, g9)< p (p, a) + p (a, q) <p (P, 9), 


<e qui est impossible). Donc, l’ensemble € = Z' X (U U V) est une 
cloison entre À et B. (] 
Corollaire. Tout espace métrique est complètement normal. 
Démonstration. Il suffit de remarquer que tout sous- 
RD d’un espace métrique est un espace métrique (donc, est nor- 
mal). [ 
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En particulier, le cube I" est un espace complètement normal. 

Proposition 3. Tout espace séparé compact Z est normal. 

Démonstration. Soient À et B des sous-ensembles 
fermés disjoints de l’espace Z. L'espace Z' étant séparé, pour tout 
point p € À et tout point g € B il existe un voisinage U, (p) de pet 
un voisinage V, (q) de q tels que 


U, G@) N V» (9) = 2. 


Pour tout point qg € B, les voisinages U, (p), p € À, forment un 
recouvrement ouvert du sous-espace À et, par suite — puisque ce 
sous-espace est compact en tant qu'ensemble fermé d'un espace 
compact — il existe une famille finie {p;,, . .., p,} de points de 4, 
telle que l’ensemble ouvert 


U, = U, (ps) U... UU; (pa) 
contient À. Ceci étant, l’ensemble U, ne rencontre pas le voisinage 


Va=v,@n...Nv, ( 
du point g. 
Les voisinages V (q), g € B, forment un recouvrement ouvert du 
sous-espace B et donc, pour les mêmes raisons, il existe une famille 
de points g, .: . «; 9m de l’ensemble B, telle que l’ensemble ouvert 


V = V(q) U...U V (4x) 


contient V. Ceci étant, l'ensemble Ÿ ne rencontre pas l’ensemble 
ouvert 


U=U,N... NU 


qui contient À. Donc, l’ensemble € = Z'X(U U V) est une cloison 
entre À et B. OO 

Nous citerons à la prochaine leçon un exemple d'espace compact 
séparé qui n'est pas complètement normal. 


* + + 


Nous aurons besoin aussi de la proposition simple suivante. 

Proposition 4 (de prolongement des cloisons). Soient TZ un espace 
complètement normal, À et B des sous-ensembles fermés disjoints de T 
et 4 un sous-espace fermé de Z. Soit par ailleurs C’ une cloison dans Y 
séparant les ensembles À (NY et B NY fermés (dans %). TT existe 
alors dans Z une cloison C entre À et B telle que C NYE C. 

Démonstration. Par hypothèse, 3 C’ = U”" U V’, où 
U” et V’ sont des ensembles disjoints ouverts (dans %) contenant 
respectivement les ensembles À f\ # et B f] Y. Soient 


A' = A UU' et B'=8B (Y!. 
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Les ensembles ÜU” et V’ étant non seulement ouverts mais aussi fermés 
(dans % KC"), ils sont séparés dans Z. Donc, il en est de même 
des ensembles 4’ et B”, et il existe par conséquent une cloison C 
entre À et B. Par ailleurs, puisque 


TXKCSA UB SU UV'=YxC", 


alors “ NCEC. D 


Nous pouvons maintenant reprendre l'étude des cloisons dans 
le cube 7". 


Proposition 5. Soit Q:,2Q:=... Q, une suite strictement 
décroissante de sous-ensembles fermés ‘du cube T' telle que 


Q, sépare 157*(—1) de 157 ‘(+1) dans l'; 
Q sépare 15 *(—1)N Q@, de 15 ‘(+1)N Q, dans Q,; 


On sépare 137 (—1) N Qn-1 de 157 (+1) N Qn-1 dans Qn—1- 
Alors Q, n'est pas vide. 
Démonstration. En appliquant la proposition 4 à Z — 


= 1", A=1%7 (—1), B=1%7! (+1) et Y—=Q,, on obtient pour 
tout k — 2, ..., n dans le cube 7" une cloison C}, séparant 
157" (—1) et 15‘ (+ 1), telle que Cx N QC Qx. Pour k = 1, on 
posera C;, = 

D'après le théorème 3, les cloisons C;,, C:,..., Ch sont telles que 


Ci NCaNn...NCrn £ D. 
D'autre part, puisque 
Ci — Qi: Ca N Q,= Q ... Cn NQn21S Qh; 
nan... .NC,cQ. Donc, 0, < GS. D 
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Nous pouvons maintenant prouver le théorème fondamental de 
cette leçon. 

Théorème 4 (de Lebesgue de recouvrement du cube). Tout re- 
couvrement fermé fini {C.}du cube I", composé d'ensembles dont aucun 
ne rencontre deux faces quelconques opposées, est de multiplicité >n +1. 

Démonstration. Soient 

A, la réunion de tous les éléments du recouvrement {C,} rencon- 
trant la face Z7-1 (— 1) (donc, pas la face 77-1 (+ 1)); 

À; la réunion de tous les éléments du recouvrement {C,} rencon- 
trant la face 77-1 (— 1) et n'intervenant pas dans 4,; 


À} la réunion de tous les éléments du recouvrement {C.} rencon- 


trant la face 2"-1 (— 1) et n'intervenant ni dans À,, ni dans 4:,.. 
ni dans À, _;; 

Ah+1 la réunion de tous les éléments du recouvrement {C,} ne 
rencontrant aucune face du cube [”. 

Supposons par ailleurs que 


Qi= A1 1 Bu où B;= 42 U ... U Ant 
Q2 = Ai N 42 N B:, où B,= A, U ... U Au, 
Qn-1= À: n À; n ….. n An-1 N Bn-1 où Br= An U Anti 
Qn= A: n À, N …. n Ah N B;, où B,= Any. 
Il est clair que les ensembles Q, sont fermés et forment une suite 
strictement décroissante 


Q0,=70:35...3=0Q,. 
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De plus, puisque 4, U B, = 1", on a (I"XKA,) N (FNB,) = 
et comme l’ensemble À, ne rencontre pas la face 1-1 (+ 1), et ee 
ensembles À,, ..., A;+1, la face [7-1 (— 1), ils ‘ensuit que 
7 (HIDE TKA et I (—-DE PNR. 

Vu que Z'XQ, = (Z"XA,) U (Z"XB:), ceci prouve que @, est 
une cloison entre 1"*-1(—1) et ["-1(+1) dans 7". 

De façon analogue. _puisque (41 N 42) U (41 NB) = A; n 
N (As U Be) = A1 N Bi = Qs, alors (OX (41 N 42) N (QG Xi N 
N B2)) = D, et Le l'ensemble A, ne rencontre pas la face 
17-1 (+14), et les ensembles 4, ..., 4,+,, la face 17-1 (—1), 
on déduit que 


137 (+1)N QC Qi (A N 4) 


71 (—1) NAQE Qi X (di N Bi). 
Comme @Q, = (41 M A2) N (41 N B:) et donc 
QUNQ2 = (Qi (41 N A42)) U (Qi (41 N B:)), 
ceci prouve que Q. est une cloison entre 1-1 (—1) NQ,et{r-1(+1)N 
N Q, dans ©.. 
D'une façon générale, si À; — À, A: NN... M Ar+1 et Br — 
= À, NA:N...hNAr NN Bx+:, où k = À, . + 7 n — À, alors 


Ar UBi = AN... NAr N(An+1 U Br+1) = 
= À; N -.. NM Ar N Br = Qn, 


donc (Qk 4%) N (Qx XX Bx) — ©. D'autre part, puisque l’ensemble 
A+, donc l’ensemble À; ne rencontrent pas la face 7%3'1 (+1), et 
Jes ensembles 4,4,,..…, Ah+1, donc les ensembles B; et BP, ne 
rencontrent pas la face 1%: (—1), il vient 


(+01 EQNX A et 1ri(—1)N EC Qu Bt. 


Comme Qui = Ax N Br, donc Q: NX Qu+1 = (Qu X An) U (Qu X Bh), 
ceci prouve que @,.,, est une cloison entre 1531( — 1) f\ @, et 
Rx (+1) N Qx dans Qu. . 

Donc, les ensembles Q,, . .., Q, satisfont à toutes les conditions 
de la proposition 5 et, par conséquent, en vertu de cette même pro- 
position, l’ensemble Q, n’est pas vide. 

Soit p, un point de @,. Puisque 

Qn = AN... NA 
et que chaque ensemble À, est la réunion d'éléments du recouvre- 
ment {C,} (les éléments intervenant dans un 4,4 n’interviennent 
dans aucun autre), le point p, appartient au moins à x + 1 de ces 
éléments. Donc, le recouvrement {C,;} est de multiplici- 
té >œn+1. D 


et 
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Nous sommes tout près de déduire l'inégalité dim 1" >n du 
théorème de Lebesgue. 

Définition 4. Un recouvrement ouvert {U,} d’un espace topologi- 
que Z est dit coercible s’il existe un recouvrement ouvert {V,} de 
l'espace Z (appelé coercition de {U,}) tel que 


Ve U, pour tout «&. 


Proposition 6. Tout recouvrement ouvert d'un espace normal © 
est coercible. 

Démonstration. Nous allons démontrer cette proposi- 
tion sous l’hypothèse que le recouvrement est fini. Le cas général im- 
plique une récurrence transfinie et ne nous sert à rien ici. 

Soit {U:, ..., U,} un recouvrement ouvert fini d'un espace 
normal Z. Il suffit de toute évidence de prouver qu'il existe un 


ensemble ouvert V, tel que V, SU, et que la famille {V,, 
U,, ...,U,} soit encore un recouvrement. 
A cet effet considérons les ensembles fermés 


TU, et TX (Ua Ue.: U Un. 


Ces ensembles sont disjoints, puisque {U,, U,, ..., U,} est un 
recouvrement. Il existe donc une cloison C qui les sépare. Soit 
ZTNXC = U U Ÿ, où U et V sont des ensembles ouverts disjoints 


tels que 
TIXUGSU et TX(U U... U U,)E V. 


La deuxième inclusion exprime que la famille {V, U,, ..., U,} 
est un recouvrement de 2’, et la première entraîne VE TUE U.. 
Reste à poser V, = V. O 

Nous pouvons prouver maintenant l'inégalité dim 1">> n. Le 
cube Z" étant un espace métrique compact, cette inégalité 
exprime, en vertu du corollaire 2 du lemme 1 de la leçon précédente, 
que pour un e > 0 (on montrera que tout € << 2 convient) tout 
e-recouvrement ouvert fini {U,} du cube 1" est de multiplici- 
té > n +1. 

Soit {V,} une coercition quelconque du recouvrement {U,} 
(cette coercition existe pour les recouvrements finis en vertu de 
la proposition 3 prouvée ci-dessus). La famille {V,} sera alors un 
e-recouvrement fermé du cube 7”. Puisque pour e << 2 ce recou- 
vrement satisfait visiblement à l'hypothèse du théorème de Lebes- 
gue, la multiplicité du recouvrement {V,} sera => nr + 1 d'après ce 
théorème. Mais alors le recouvrement {U,} sera aussi visiblement de 
multiplicité >n +1. 0 
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Ordinaux. — Topologie de l’ordre dans les ensembles d’ordinaux. 
Espaces de dimension 0. — Exemple de Tykhonov. — Produit tykho- 
novien d'espaces topologiques. — Filtres. — Ensembles centrés d’en- 
sembles. — Ultrafiltres. — Critère de compacité. — Théorème de Ty- 
khonov. 


Cette leçon, qui est entièrement consacrée à la topologie générale 
et qui n’est pas rattachée à la théorie des variétés différentiables, 
est composée de deux parties liées au seul nom de Tykhonov. Dans la 
première, on construit un exemple de Tykhonov d'espace séparé 
compact de dimension 0, normal mais non complètement normal, 
contenant un sous-espace de dimension un, et dans la deuxième, 
on prouve le théorème de Tykhonov du produit d'espaces compacts. 


tt 4 * 


L'exemple de Tykhonov se construit à l’aide des ordinaux trans- 
finis. Rappelons brièvement leur définition et leurs propriétés 
fondamentales. 


On dit qu'un ensemble À est ordonné s'il est muni d’une relation < réflexive 
(a < a pour tout a € À), antisymétrique (a < b et b < a impliquent a = b, 
et transitive (a < b et b < c entraînent a < c). Si a L b, mais a Æ b, on écrit 
a << b. Une application ®: À —> B d’'ensembles ordonnés est dite monotone si 
pa < pb pour a < b. Une application monotone bijective dont la réciproque 
est aussi monotone s'appelle isomorphisme. Des ensembles ordonnés À et B 
sont dits isomorphes s'il existe au moins un isomorphisme de À sur B. La rela- 
tion d’isomorphie d’ensembles ordonnés est une relation d'équivalence et donc 
tous les ensembles ordonnés se répartissent en classes d’ensembles isomorphes. 

Un ensemble ordonné À est dit totalement ordonné si deux quelconques de 
ses éléments a et b sont comparables (i.e. soit a < b, soit b < a). Dans le cas 
contraire, il est dit partiellement ordonné. Les classes d’ensembles totalement 
ordonnés et isomorphes sont dites de même type d'ordre. Une application d'’en- 
sembles totalement ordonnés est un isomorphisme si et seulement si elle est 
bijective et strictement monotone. 

Un ensemble À totalement ordonné est bien ordonné si toute partie non vide 
de À (y compris l’ensemble 4) admet un premier élément. Les types d'ordre des 
ensembles bien ordonnés s'appellent ordinaux. Si un ensemble bien ordonné À 
est associé à un ordinal «, on dit qu'il est de type «. On dit aussi que & est l'ordi- 
nal de l'ensemble À. 

Si des ensembles totalement ordonnés À et B sont de même type «, ils 
sont de toute évidence équipotents. Leur cardinal s'appelle cardinal du nombre « 
et se désigne par | & |. 

Si un ensemble À est fini, son ordinal est dit fini ou de première chasse). 
Puisque pour tout entier naturel rz deux ensembles totalement ordonnés que 
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conques de cardinal nr sont visiblement isomorphes, l'égalité | «| = | B|, 


où & et B sont des ordinaux finis, entraîne & — $. Donc, ces nombres peuvent 
être identifiés à leurs cardinaux, i.e. avec les entiers naturels 


(1) 0, 1,2, ... Poe. 


(Les entiers naturels conviennent aussi bien pour le calcul que pour l'énumé- 
ration.) 

Si un ensemble À est dénombrable, son ordinal «& est dit dénombrable (ou 
de deuxième classe). Un exemple d’ordinal dénombrable est le type d'ordre de 
l'ensemble (1) des entiers naturels (qui est visiblement un ensemble bien ordon- 
né). Ce nombre est désigné par «. 

Pout tout élément a, d’un ensemble bien ordonné À, l’ensemble de tous les 
éléments a € À tels que a << a, s'appelle segment (ou intervalle initial) de l'en- 
semble À défini par a, et se note par le symbole A(a,;). L'ensemble À(a,) est 
lui aussi bien ordonne. 

Si tout ensemble de type B est isomorphe à un segment d’un ensemble de 
type &, on dit que f est strictement inférieur à & et on écrit B < &. La formule 
B < « signifie par définition que soit f << &, soit B = a. 

Il est clair que la relation << est transitive (x << B et B << y impliquent 

a << Y). 
L'ensemble de tous les ordinaux B tels que B << & se note [0, af et s'appelle 
intervalle d'extrémité «x. De façon analogue, l’ensemble de tous les ordinaux $ 
tels que B < & se note [0, «] et s'appelle segment d'extrémité à. Il est clair que 
[0, x] = [0, al U {x}. 

Par exemple, l'intervalle {0, wf est l’ensemble (1) de tous les entiers na- 
turels, ct le segment [0, w], l’ensemble (1) auquel on a ajouté l'élément © à 
droite. 

Puisque tout segment de l’ensemble (1) est de la forme [0, 7], on voit en 
particulier que © est le plus petit ordinal de deuxième classe. 

11 est aisé de voir qu'aucun ensemble bien ordonné À ne peut être isomorphe 
à un segment Bas) de l'un de ses sous-ensembles B (le cas B = À n'est pas exclu). 
En effet, supposons par absurde qu'il existe un isomorphisme p: À —+ B (a,) 
et considérons l’ensemble de tous les éléments a € À tels que g << a. Cet en- 
semble contient a, et donc n’est pas vide. Soit a, son premier élément (cet élé- 
ment existe, car l’ensemble À est bien ordonné) et soit a, = pa,. Alors a; < a, 
et en même temps pas << @a, = &+, Ce qui contredit le choix de a. Cette con- 
tradiction prouve que l'isomorphisme œ ne peut pas exister. DO 

Pour B = À, on constate en particulier que si P<aæ&, on aB# a. 

Il est aisé de voir aussi que tout intervalle [0, @l est un ensemble bien ordonné 
de type d'ordre a. En effet, en associant à tout élément a d'un ensemble bien 
ordonné À de type d'ordre & le type d'ordre du segment (a), on obtient de toute 
évidence une application isomorphe À —+ [0, af. O 

Il s'ensuit que chaque ensemble d'ordinauxz À possède un premier élément. 
En effet, soit &«, un élément quelconque de À. Si «, est le premier élément, il 
n'y a rien à prouver; si &, ne l'est pas, l'intersection [0, «,.[ f À n'est pas vide 
et le premier élément de cette intersection (lequel existe puisque l'intervalle 
[0, «ol est bien ordonné) sera le premier élément de 4. O 

L'intervalle [0, &{ étant bien ordonné, il en sera de même du segment 
[0, œ] = (0, al U{æ}. Désignons le type d'ordre de ce segment par & “+ 1. 
L'intervalle [0, &{ étant l'intervalle initial [0, œ} (x) du segment [0, «]}, on 
a a<a—+1. Par ailleurs, si B< à + 1, alors B< « (car tout intervalle 
initial du segment [0, æ] est contenu dans l’intervalle [0, «l). Pour cette raison 
on dit que le nombre & + 4 suit immédiatement le nombre «. 

Un ordinal f s'appelle Limite s'il n'existe pas d'ordinal & tel que B = & + 1. 
Le nombre w est un exemple d'ordinal limite. 

Soient &« et B des ordinaux et soit D = [0, af N[0, BI l'intersection des 
intervalles [0, al et [0, B[. ZI existe un ordinal Ô < «à tel que D = [0, 6. En 
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effet, si D = [0, af, alors ô = «&. Supposons que D - [0, al, i.e. que le com- 
plémentaire C = (0, a{[KD de l'ensemble D dans [0, al n'est pas vide, et 
soit Ô le premier élément de C. Si E € (0, ôf, alors E < & (car E << 6 et Ô < @) 
et E & C (puisque E << 6 et 6 est le premier élément de C), i.e. ë € D. Récipro- 
quement, si EE Det Ü < E, alors Ô < $ (car E << B) et, par suite, ÔE D, ce 
qui est impossible. Donc, £ << 6, i.e. ë € [0, Ô[. DO 

Par raison de symétrie, on a simultanément Ô < @ et Ô < B. Ceci étant, si 
ô<aeô £$ alors Ô € D = [0, ô[, ce qui est impossible. Donc, soit ô = « 
(et alors &« < B), soit ô = P (et alors B << a). Ceci prouve que pour deux ordi- 
naux quelconques & et B, soit &« = B, soit « < B, soit BP < «, i.e. chaque en- 
semble d'ordinaux est totalement ordonné. donc (puisque chacun de ses sous- 
ensembles admet un premier élément), bien ordonné. 

Il est aisé de voir maintenant que le type B d'un sous-ensemble B d'un en- 
semble totalement ordonné À est < au type « de À: 


B< a. 


En effet, dans le cas contraire on aurait &« << B et l'ensemble À serait isomorphe 
à un segment du sous-ensemble B, ce qui est impossible. DO 

Soit donnée une famille {a-} d'ordinaux indexés par les nombres £ d'un 
intervalle [0, t{, et soit 4: un ensemble de type a+. Ordonnons la réunion dis- 
jointe 


s 


A= 1 À 
ë 


de tous les ensembles 4: en convenant que pour des éléments a € 4: et b € An 
l'inégalité a << b a lieu si et seulement si soit E << n, soit E = n et a << b dans 
l'ensemble 4:. Pour toute partie non vide C & À l’ensemble de tous les nombres 
ë <T tels que C NA; # © est une partie non vide de l'intervalle (0. +{, 
donc, admet un premier élément £,. 11 est clair que le premier élément de l’en- 
semble C N 4:, sera premier élément de l'ensemble C. Ceci prouve que À est 


bien ordonné et donc que son type d'ordre & est un ordinal. Il est évident que 
le nombre « ne dépend que des nombres az (et pas du choix des ensembles 4:). 
On l'appelle somme des nombres a: et on le désigne par le symbole 


Signolons que & dépend de l'ordre de numérotation des nombres @&:. (Par 
exemple, étant donné qu’un ensemble de type © “+ #7 admet un dernier élément 
et qu'un ensemble de type r + © n'en admet pas, on a n + © %# © + n.) 

Puisque 4: € À pour tout E, il vient «; < @&. (L'égalité est possible ici; 
il est clair par exemple que #7 + © = ©.) 

Mais @g << & + 1. Puisque tout ensemble d'ordinaux est d'un certain 
type t en tant qu'ensemble bien ordonné et donc que ses éléments peuvent être 
numérotés avec les nombres de l'intervalle [0, t|, on a prouvé que pour tout 
ensemble d'ordinaux il existe un nombre qui est strictement supérieur à tous ces 
ordinaux. 

[11 s'ensuit que La notion d'ensemble de tous les ordinaux n'a pas de sens. 
Le lecteur attentif aura certainement remarqué qu'au prix d'énoncés boiteux 
nous avons soigneusement évité de mentionner cet « ensemble ». Le lecteur a 
donc pris acte.] 

Il existe en particulier des ordinaux strictement supérieurs à tous les nom- 
bres de deuxième classe (les nombres de troisième classe). Le plus petit de ces 
nombres, qui est le premier nombre de troisième classe, est désigné par Q. 


La somme San de toute suite dénombrable (ou finie) {æ,} de nombres 


n<o 
de deuxième classe est de toute évidence un nombre de deuxième classe (car la 
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réunion disjointe d'ensembles dénombrables est dénombrable). Donc, le plus 
petit des nombres strictement supérieurs à &æ (ce nombre est désigne par sup «;) 
est aussi un nombre de deuxième classe (en bref, si «, << Q, alors sup &, << Q). 

L'existence du nombre Q prouve qu'il existe des ordinaux non dénombra- 
bles. En fait il existe des ordinauzx de cardinal quelconque, i.e., ce qui est visible- 
ment équivalent, tout ensemble À peut être numéroté par des ordinaux d'un inter- 
valle [0, al. Pour prouver cette proposition (connue sous le nom de théo- 
rème de Zermelo de bonne ordonnance), on dira qu'un 
ordinal B est distingué s'il existe un sous-ensemble de l'ensemble À susceptible 
d'être numéroté par les nombres de l'intervalle [0. Bf. L'ensemble B de tous les 
nombres distingués n’est pas vide (si par exemple l’ensemble 4 est infini, tous 
les nombres de première et de deuxième classe sont distingués) et possède la 
propriété suivante: si BE B et y < $, alors yE B, i.e. [U0, BI € Z. 

Soit « un élément n'appartenant pas à À et soit 4A* = A 13 {e). Construi- 
sons une application œ: B — 4* de la manière suivante: 

a) Choisissons un élément arbitraire a, € À et posons (0) = a,. 

b) Supposons que l'application @ a déjà été construite pour un nombre 
B € B sur Yinterval e [0, Bf et soit 4° — p[0, BI. Si 4° € 4 et 4” 4, choi- 
sissons arbitrairement un élément ag € A X4” et posons 


p (B) = ag. 


D le cas contraire (i.e. si ou bien 4’ — À, ou bien «+ € 4’) nous poserons 
(B) = «. 
Ÿ Il est évident que cette construction définit @ sur B tout entier. [L'ensemble 
B' de tous les B € B pour lesquels q (B) n'est pas définie possède — s'il n'est pas 
vide — un premier élément f, € B”, car c'est un ensemble d’ordinaux. L'appli- 
cation p est alors définie sur [0, B.{, donc en vertu de b) l'élément ® (B) est 
aussi défini, i.e. B, € B’. Cette contradiction prouve que B’ = g.] 

Soit B* l'ensemble, éventuellement vide, de tous les nombres B tels que 
p (B) = »* et soit &« = sup (B\KB*). Par construction, q applique l'intervalle 
{[0, al sur l’ensemble À et est une bijection, i.e. ® définit une indexation de l’en- 
semble À par les nombres de l'intervalle [0, af. D 


é & + 


Tout ensemble À d'ordinaux est un espace topologique pour le 
topologie de l'ordre dont une base d'ensembles ouverts est constituée 
des intersections de l’ensemble À avec des intervalles de la forme 
Ja, BI, où & << $ (par définition, chaque intervalle Ja, fl est com- 
posé des nombres y tels que «a << y << f). 

Cet espace est visiblement séparé. 

Remarque 1. La topologie de l'ordre peut de toute évidence être 
introduite sur tout ensemble totalement ordonné; par exemple sur 
l’ensemble [0, Q [X [0, 1[ muni de l’ordre lexicographique (i.e. d'un 
ordre tel que (&1, {1) << (&>, t.) si et seulement si «&, << &, ou &;) = &; 
et {, << t.). L'espace topologique ainsi obtenu s'appelle longue demi- 
droite d'Alerandrov. On peut se l’imaginer comme le résultat du 
recollement du segment {0, 1] entre deux ordinaux voisins & et &æ + 1 
de deuxième classe. 

Remarque 2. On démontre que la longue demi-droite privée de 


son origine (0, 0) est munie d’une structure différentiable de classe C° 
qui en fait une variété séparée à une dimension ne satisfaisant pas au 
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deuxième axiome de dénombrabilité. (Comparer avec la remarque 5 
de la leçon 7.) 

La topologie de l’ordre sur les ensembles d'ordinaux possède la 
propriété remarquable — et un peu inattendue — suivante: pour 
tout ordinal E le segment [0, ET est un espace compact pour la topologie 
de l'ordre. En effet, soit U un recouvrement ouvert quelconque du 
segment |0, £]. On dira qu'un nombre n< E est admissible si le 
segment [0, n] peut être recouvert par une sous-famille finie de ü. 
L'ensemble des nombres admissibles n'est pas vide (il contient 0) 
et s’il n’épuise pas le segment [0, E] tout entier, il existe — en raison 
de la bonne ordonnance des ordinaux — un plus petit nombre non 
admissible y &. Soit U, un élément de Ü contenant le nombre y 
et soit Jæ, Bl un intervalle tel que y € Ja, BLE U,. Puisque «a << y, 
le nombre «& est admissible et donc le segment [0, a] est recouvrable 
par une sous-famille finie de U. En ajoutant U, à cette sous-famille, 
on obtient une sous-famille finie recouvrant l’intervalle [0, fl — 
= [0, «] U læ, BI, donc le segment [0, y] [0, BI. Donc, le nombre y 
est admissible contrairement à l'hypothèse. Cette contradiction prou- 
ve que tous les nombres du segment [0, £] sont admissibles. En 
particulier, le nombre £. Donc, le recouvrement U contient un sous- 
recouvrement fini. [] 


* k% + 


L'espace topologique Z = [0, E] est tel que chacun de ses points 
possède une base de voisinages qui sont des ensembles aussi bien ouverts 
que fermés (à propos de ces espaces on écrit indZ = 0). Pour le 
prouver il suffit de remarquer que si le nombre $ n’est pas limite 
(ie. B — y + 1), alors la, BI — [& + 1, y] pour tout à. O 

Bien plus, on a une proposition analogue non seulement pour 
les points, mais aussi pour tous les ensembles fermés, i.e. pour chaque 
ensemble fermé FE {0, El et tout voisinage U de F il existe un voisinage 
VE U qui est un ensemble fermé (à propos de ces espaces 2° on écrit 
Ind 2 = 0). En effet, d’après la proposition précédente, tout point 
a € F possède un voisinage fermé V, contenu dans U. Les voisina- 
ges V, forment un recouvrement ouvert de F dont on peut extraire 
un sous-recouvrement fini {Vas + + -: Va}; puisque F est compact 
en tant que sous-ensemble fermé d’un espace compact. La réunion 
V = V4, U... UVX, des éléments de ce sous-recouvrement sera 


un voisinage fermé de F contenu dans U. O 
En fait, nous avons prouvé que si un espace topologique À est 
compact et ind .Ÿ? — 0, alors Ind.Ÿ = 0. [A propos, si un espace TŸ 
est séparé et Ind © — 0, alors ind Z = 0. Pour le prouver, il suffit 
de remarquer que dans un espace séparé tout singleton est fermé.] 
D'autre part, il est aisé de voir que si Ind Z = O, alors dim ?Z — 
= (. En effet, l'égalité dim Z — 0 exprime que dans tout recouvre- 
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ment ouvert fini {U,, .... U,} de l'espace 2 on peut inscrire un 
recouvrement ouvert fini {V,,..., V.} qui est composé d'ensem- 
bles ouverts disjoints et donc (puisque le complémentaire de tout 
élément V, du recouvrement {V,,..., V.} est la réunion des autres 
éléments de ce recouvrement et donc est ouvert) qui est tel que 
chacun de ses éléments V'; est ouvert et fermé. 

Nous allons prouver plus (pour l'espace Z avec [nd = 0), 
savoir que le nombre m des éléments du recouvrement {V;, ..., V,} 
peut être considéré égal au nombre n des éléments du recouvrement 
{U,,..., U,} et de plus ce recouvrement peut être construit de 
telle sorte que l’on ait l'inclusion V;,€ U, pour tout i=1,...,n. 

Pour r = 1 on posera V, = U.. 

Supposons que le recouvrement {V,, ..., V,} a été construit 
pour tout recouvrement {U,,.... U,} composé de x > 1 ensembles 
ouverts. Considérons un recouvrement ouvert quelconque {U,, ... 
....s Un, Un+1} composé de nr + 1 ensembles. D'après l'hypothèse 
de la récurrence, appliquée au recouvrement {U,,..., U,_, U, U 
U Uh+1}, il existe un recouvrement ouvert {V,, ..., V1, V;} 
composé de x ensembles disjoints tel que 


y’, (eus U,, RE | Vrn (es Us, V: (eu U, U V4: 
D'autre part, l’ensemble 
F=TX (Ui U... UU:) 


étant fermé et contenu dans U, +, il existe en vertu de la condition 
Ind Z* = 0 un ensemble V à la fois ouvert et fermé tel queFEe VE 
€ Uh4+,. Posons 


V,=V,N(T XV), Vou=Van y. 


Pour achever la démonstration il reste à remarquer que tous les 
ensembles V,,..., V,_,, V,, V,+, sont ouverts, disjoints, recou- 
vrent Z et sont tels que V,€ U; pourtouti=1,...,n +1.0 

On voit en particulier que pour tout ordinal & 


dim [0, E] = 0. 


Il s'avère que non seulement Ind Z — 0 entraîne dim 4 = O, 
mais réciproquement dim Z = 0 implique Ind Z = 0 (de sorte que 
dim Z = 0 si et seulement si Ind Æ — 0). En effet, si dim 2 = 0 
et si U est un voisinage d’un ensemble fermé FE 4’, alors, puisque 
les ensembles U et 2° XF forment un recouvrement ouvert fini de À, 
on peut inscrire dans ce recouvrement un recouvrement fini (74 
composé d’ensembles disjoints ouverts, donc fermés. La réunion 
de tous les éléments de ce recouvrement rencontrant F (donc contenus 
dans Ü) sera alors un voisinage à la fois ouvert et fermé de F, con- 
tenu dans U. [] 
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On démontre sans peine maintenant que si des espaces © et 
sont séparés et compacts, et dim 2 = 0 et dim %# = 0, alors 


dim (2 X %)—=0 


(de sorte que ces espaces sont justiciables de la formule (8) de la 
leçon 8). En effet, d’après les remarques faites ci-dessus sur les liens 
entre ind, Ind et dim, pour les espaces Z et % on a les égalités 
ind © —=0 et ind % = 0, et pour l’espace ZX l'égalité 
dim(TZ x %) = 0 équivaut à ind(Z X %) = 0. D'autre part, il est 
clair que si ind Z = Oet ind # = O0, alors ind(2Z x %) = 0 (puis- 
que, si U est un voisinage fermé d’un point p de Z',et V, un voisinage 
fermé d’un point q de #, le produit U X V sera un voisinage fermé 
du point (p, q) dans 2 X % car il possède un complémentaire ouvert 
(ZX U) X 3 UT X (àV.0 

Remarque 3. Les notations nous incitent à penser que paralle- 
lement à l'invariant dim (et à l’invariant « amélioré » dim’) on 
peut définir d’autres invariants entiers ind et Ind susceptibles aussi 
de faire office de dimensions. C'est effectivement le cas, mais malheu- 
reusement ces invariants sont généralement confondus pour les 
seuls espaces métrisables satisfaisant au deuxième axiome de dénom- 
brabilité. 

L'étude de ces invariants (et d’autres analogues) fait l’objet de la 
théorie des dimensions. 


*k *% + 


=, 

Après ce travail préparatoire on peut passer directement à la 
construction de l’exemple de Tykhonov. 

Soit Z = [0, w] X [0, Q] le produit direct des segments d'ordi- 
naux [0, w] et [0, S]. En vertu des résultats acquis ci-dessus, l’espa- 
ce TZ est un espace séparé et compact de dimension 0. Soit À un 
sous-espace ouvert de Z composé de tous les points de 2, sauf du 
point (w, $). Nous allons montrer que dim À >> 1. Puisque dim A > 1 
exprime que dim À 0 et que dim À = 0 équivaut à Ind 4 = 0. 
il nous suffit de montrer que Ind À = O0, i.e. que dans le sous-espace À 
il existe un ensemble fermé F et un voisinage U de F, tels qu'aucun 
voisinage V de F contenu dans U n’est un ensemble fermé. Nous prou- 
verons même plus, plus exactement qu'il existe dans À un ensemble 
fermé F et un voisinage Ü de F, tels que pour tout voisinage V de À, 


contenu dans U, l'adhérence V n'est pas contenue dans U. (Ceci exprime 
qu'il n’existe pas de cloison entre F et AU dans À, i.e. À n’est pas 
normal. D'autre part, l’espace 2° est normal, car compact et séparé. 
Donc, l’espace .?° est aussi un exemple d'espace normal mais non com- 
plètement normal.) 

Pour F nous prenons l’ensemble de tous les points de l’espace 2 
de la forme (n, Q), où 0< nr << w, et pour U, celui de tous les points 
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de la forme (n, B), où 0 n << w et 0 B< Q. Il est clair que 
l'ensemble U est ouvert (dans À et dans .2') et l’ensemble F, fermé 
(dans À, mais pas dans Z'). Soit V un ensemble ouvert (dans À, 
donc dans ./‘) contenant F et contenu dans U. Pour tout n,0< n << 
< w, l’ensemble des nombres P< {2 tels que (2, B) € V est ouvert 
dans [0, Q] (pourquoi?) et contient Q. Il existe donc un nombre 
an < & tel que l'intervalle Ja,, Q] = Ja,, Q[ U {Q} est entière- 
ment compris dans cet ensemble. Soit « — sup «,. Puisque a, << Q 
on a a << (2 (cf. plus haut) et (2, B) € V pour tout B € læ, O1. 

Par ailleurs, chaque voisinage W du point (w, B) dans À contient 
un voisinage de la forme [W, w] X JB:, B.l, où W est un entier naturel 
(<< o) et B,, B: desordinaux de deuxième classe tels que B, < << B:. 
Le voisinage W contient donc tous les points (n, B) tels quen > N 
et rencontre par conséquent V. Donc, (7, «w) € V et, par suite, 
VEU. DO 


9 


+ + * 


Revenons maintenant aux produits directs et généralisons leur 
construction au cas d’un nombre quelconque (généralement infini) 
de facteurs. 


Soit {2,. &« € A} une famille quelconque d'espaces topologi- 
ques et soit Z l’ensemble de toutes les familles {z,}, où x, € de. 

Pour tout ensemble f ini d'indices {a&;, ..., &«, } et tous sous- 
ensembles ouverts Ve TL, ..., Us € LA, désignons par 
O (Uu,, + - +, Ua,) le sous-ensemble de Z composé de tous les 
points {rz.} tels que 

Ta, EUcs +. Ta, EUa,- 
Il est clair que 
O(Uc.,, 1 Ua.) =O(U,.) N .….. N O (Ua). 

donc l'intersection de deux ensembles quelconques de la forme 
O (Ur + + +» Ua) est aussi un ensemble de cette forme. Donc, l'en- 
semble de tous les ensembles O (U4,, . .., U,.) est une base d'ou- 


verts pour une topologie sur 2 (les ouverts de cette topologie sont 
donc toutes les réunions des ensembles O (U,,, ..., U4 )). 


Définition 1. L'espace] topologique Z obtenu s'appelle produit 
direct (ou tykhonovien) des espaces 2 ,. On le désigne par le symbole 


I] Ze 
dl 
(on se sert aussi de'la notation X Z,). Si la famille {Z,} est 


a€ À 
finie, on obtient de toute évidence un produit direct au sens de la 
définition 5 de la leçon 8. 
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Théorème 1. Le produit direct de toute famille d'espaces compacts 
est compact. 

Ce théorème est connu sous le nom de théorème de Ty- 
kKhonov. Pour le prouver, on redéfinira la compacité d'un espace 
dans des termes qui rendront la démonstration plus commode. 
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Supposons pour l'instant que Z est un ensemble arbitraire. 

Définition 2. On dit qu’un ensemble @ de parties de Z est un 
filtre si 

1° toute partie de Z contenant un élément de ® appartient à ®: 


ACBET, AED—=BEO; 


2° l'intersection de deux éléments quelconques de © appar- 
tient à ©: 
A, BED—+ANBEG:; 


3 TZ appartient à D mais pas l’ensemble Z; 
TED, Dé. 


Exemple 1. Pour tout point x, de .Z la famille de toutes les 
parties de Z’ contenant x, est un filtre. 

Exemple 2. Si Z est un espace topologique, pour tout point x,€.? 
la famille de toutes les parties À de © pour lesquelles x, est un 
point intérieur (x, € Int À) est un filtre. 

Exemple 3. Si l’ensemble est infini, tous les ensembles dont 
les complémentaires sont finis forment un filtre. 

Exemple 4. Si ® est un filtre‘et M un sous-ensemble n'apparte- 
nant pas à ®, l’ensemble @,, de toutes les parties À de Z’ telles 
que 4 UM E O est un filtre. 


k * * 


Définition 3. On dit qu'un ensemble FT de parties d'un ensem- 
ble Z est centré si l'intersection de toute sous-famille finie d'éléments 
de T n'est pas vide. 

Il est clair que si l'est centré, il en est de même de l'ensemble fT = 
— {fA; A ET} pour toute application f: L' + x. 

Des propriétés 2 et 3 des filtres il s'ensuit immédiatement que 
tout filtre est un ensemble centré. 

Réciproquement, il est aisé de voir que tout ensemble centré T 
est contenu dans un filtre. En effet, il est clair qu’un tel filtre sera 
par exemple l’ensemble ® (T) de toutes les parties de .7’ qui contien- 
nent chacune un sous-ensemble qui est l'intersection d'une famille 
finie d'éléments de l’ensemble T. CO 
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Le filtre © (T°) est de toute évidence le filtre minimal contenant 
l’ensemble centré l. On dit qu'il est engendré par cet ensemble. 


# OK *# 


On rappelle qu'un élément m d'un ensemble ordonné À est 
maximal si m< a entraîne m — a. Deux éléments a et b d'un ensem- 
ble À sont comparables si ou bien a< b, ou bien b< a. Un sous- 
ensemble C d’un ensemble ordonné est une chaîne s’il est totalement 
ordonné, i.e. si deux quelconques de ses éléments sont comparables. 
Un élément c, est un majorant d'une chaîne C'sic< co pour toutcE€ 
€ C. Un ensemble ordonné À est inductif si toute chaîne de 4 
admet au moins un majorant. ‘ 

Un exemple d'ensemble ordonné est l’ensemble FILTR(Z) de 
tous les filtres d’un ensemble 2, ordonné par l'inclusion (D< 
si OC YF). 

Les éléments maximaux de cet ensemble s'appellent ultrafiltres. 
Donc, un filtre O est un ultrafiltre si tout filtre qui le contient est. 
confondu avec ©. 

I1 est aisé de voir qu'un ensemble Q de parties d'un ensemble .T 
est un ultrafiltre si et seulement si 

a) l'intersection de deux ensembles quelconques de ® n'est pas vide: 

b) l'ensemble T appartient à V\; 

c) l’un de deux sous-ensembles complémentaires quelconques À et 
B = TA de l’ensemble T (et lui seul) appartient à ©. 

En effet, la condition a) est la condition 2° de la définition d'un 
filtre, la condition b) est la première partie de la condition 3° dont 
la deuxième partie résulte de la première et de la condition c) (appli- 
quée à À = 2). SiAC BE Tet À € D, mais B 6 ®, la condition 
c) nous donne 2°“. B € ®, ce qui contredit la condition a), puisque- 
(TB) N À = S. Donc, l’ensemble D qui vérifie les conditions. 
a), b) et c) est un filtre. Si ce filtre est contenu dans un filtre W 
et s’il existe un ensemble À € Ÿ, n’appartenant pas à O. alors B — 
= TA appartient à ®, donc à Y aussi, ce qui est impossible (car- 
A NB = GS). Donc, Y = ®, et, par suite, O est un ultra- 
filtre. 

Réciproquement, si ® est un ultrafiltre, les conditions a) et b) 
sont visiblement satisfaites et, pour prouver la condition c), il 
suffit de remarquer que pour À 6 ® le filtre ®O, (cf. exemple 4) 
contient de toute évidence le filtre ®. Donc, puisque l’ultrafiltre © 
est maximal, le filtre ® , est confondu avec ®. Mais il est clair que 
le filtre ®, contient l'ensemble B — Z' A. Donc, BED. CO 

En particulier, il s'ensuit immédiatement que chaque filtre de 
l'exemple 1 est un ultrafiltre. Ces ultrafiltres sont dits triviaux. 

[1 est aisé de voir que fout ensemble À rencontrant chaque élément 
de l'ultrafiltre © appartient à ©. En effet, si À € ®, il existe dans 
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l'ultrafiltre © un élément (plus exactement Z' A4) ne rencontrant 
pas À. [ 

Les chaînes de l’ensemble FILTR ( 2”) sont des ensembles de filtres 
{D} tels que pour tous & et B ou bien D, ®;, ou bien DE D. 
Ceci étant, il est aisé de voir que la réunion ® de tous les filtres d’une 
chaïne est un filtre (il suffit de remarquer que deux éléments quelcon- 
ques de cette réunion appartiennent à un filtre ®@,). Puisque le 
filtre ® contient tous les filtres D, il en est un majorant. On voit 
donc que l’ensemble de tous les filtres est inductif. 

Mais d’après le lemme classique de Zorn (appelé aussi 
théorème de Kuratowski-Zorn), tout ensemble in- 
ductif À admet un élément maximal et, bien plus, pour tout élément 
ao € À il existe un élément maximal m tel que a m. 


Prouvons ce lerame. Supposons que l’ensemble À est arbitrairement numé- 
rolé par les ordinaux d'un intervalle [0, af. (Signalons que cette numérotation 
n'est en aucune façon liée à l'ordre de 4.) Il est clair que sans perdre en géné- 
ralité on peut admettre que l'élément a, possède le numéro 0. Considérons dans 4 
un sous-ensemble C satisfaisant aux conditions suivantes: 

a) l'élément a, appartient à C; 

b) l'élément de À de numéro £ appartient à C si et seulement s'il est com- 
parable à tous les éléments de À de numéro inférieur. 

Il est clair que ces conditions définissent de façon unique le sous-ensemble 
Cet que C est une chaîne. Soit 7 un majorant de C (ce majorant existe puisque À 
est inductif). L'élément m étant comparable à tout élément de C, tout élément 
a > m est comparable à tout élément de C et, en particulier, à tout élément 
de C de numéro inférieur. Donc, d’après la condition b), l'élément a appartient 
à C ct, par suite, a < m. Ceci prouve que m est maximal. Pour achever la dé- 
monstration, il reste à remarquer que a, < m par construction. 


D'après le lemme de Zorn appliqué à l’ensemble inductif 
FILTR (7), tout filtre de T° est contenu dans un ultrafiltre. 

Ceci nous fournit une source intarissable d’ultrafiltres non 
triviaux. 

Remarque 4. Il est curieux de noter qu'aucun ultrafiltre non 
trivial ne peut être explicitement construit sans l'introduction 
d'éléments arbitraires, i.e.. en d'âutres termes, ne peut être caracté- 
risé par des propriétés qui le définissent de façon unique. (En logi- 
que mathématique, on démontre cette proposition en définissant 
rigoureusement toutes les notions logico-mathématiques nécessaires.) 


* #4 % 


Supposons maintenant que Z est un espace topologique. 

Définition 4. On dit qu’un point p, € Z est un point adhérent 
d’un ensemble ® de parties d’un espace topologique © si chacun 
de ses voisinages rencontre chaque élément À de ®, i.e., en d’autres 


termes, si po € À pour tout À € ®. 
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Donc, les points adhérents de l'ensemble ® sont les points de 
l'intersection 


(2) N À 


A€OD 


des adhérences À de tous les ensembles À € ©. 

Remarquons que si ® est un filtre, l'ensemble (2) est confondu avec 
l'intersection de tous les ensembles fermés de ©. 

Le complémentaire de l’ensemble (2) est la réunion des ensembles 
ouverts Ÿ KA. Donc, l’ensemble O ne possède pas de points adhérents 
si et seulement si les ensembles T' A, À € ®, forment un recouvre- 
ment de ZT. 

Définition 5. Si tout voisinage d’un point p, € Z contient un 
élément de l'ensemble des parties de O (et donc appartient à O 
si O est un filtre), on dit que ® converge vers le point po. 

Il est aisé de voir que si l’ensemble O est un ultrafiltre, il converge 
vers chacun de ses points adhérents. En effet, si un voisinage U de p, 
rencontre chaque élément de l’ultrafiltre ®, alors U appar- 
tient a D. 

Nous pouvons prouver maintenant le critère de compacité. 

Proposition 1. Les propriétés suivantes de l’espace topologique T 
sont équivalentes: 

1° L'espace Ÿ est compact. 

2° Tout ensemble centré de parties fermées de © possède une inter- 
section non vide. 

3° Tout filtre de .T possède des points adhérents. 

4° Tout ultrafiltre de À est convergent. 

Démonstration. Il suffit de toute évidence de prouver 
les implications 


Implications 1° =2° et 2° = 1°. Dire que l'intersection 
de tous les éléments À d’un ensemble F de parties de l’espace TZ est 
vide revient à dire que les complémentaires 2 A de ces éléments 
forment un recouvrement de .2’. Quant à l'affirmation que l’ensem- 
ble l est centré, elle exprime qu'aucune famille finie de complémen- 
taires .> KA ne forme un recouvrement de 2. Donc, si un ensemble 
de parties fermées d’un espace compact © possède une intersection 
vide, il ne peut en aucun cas être centré, et si l'intersection de tout 
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ensemble centré de parties fermées de l’espace .? n’est pas vide, 
chaque famille d’ensembles ouverts de 2, dont aucune sous-famille 
finie n'est un recouvrement de 2”, n’est pas elle-même un recouvre- 
ment de Z. 

Implication 2° 3°. Ilsuffit de remarquer que l’ensem- 
ble l' de toutes les parties fermées appartenant à un filtre O est 
centré et que chaque point adhérent du filtre O est un point commun 
aux éléments de l’ensemble T. 

Implication 3° 4°. Si chaque filtre possède des points 
adhérents, il en est de même en particulier de chaque ultrafiltre. 
D'autre part, un ultrafiltre converge si et seulement s’il possède des 
points adhérents. 

Implication 4° =2°. Chaque ensemble centré est con- 
tenu dans un ultrafiltre. Donc. si cet ultrafiltre converge. l’ensemble 
centré possède un point adhérent (tout point adhérent d’un ensem- 
ble quelconque de parties est un point adhérent de chaque partie 
de cet ensemble). D'autre part, si un ensemble de parties est com- 
posé d’ensembles fermés, chacun de ses points adhérents appartient 
à l'intersection de tous ses éléments. Donc, si chaque ultrafiltre de 
l’espace Z converge (possède un point adhérent), tout ensemble cen- 
tré de parties fermées de Z possède une intersection non vide. [] 


* + * 


On peut maintenant établir le théorème de Tykhonov sans aucu- 
ne peine. 

Démonstration du théorème 1. Soit ® un ultra- 
filtre sur un produit direct 


T — VA 

À I re 
d'espaces compacts Z',. Considérons l'image pr,® de cet ultra- 
filtre par la projection canonique pr,: T4, {tze}—>x,. L'en- 
semble ® étant centré, il en est de même de sa projection pr,® donc 
aussi de l’ensemble l, des adhérences des éléments de l’ensemble 
PraU (i.e. de À,, où À, = pre, À € O). Par conséquent, puisque 
l'espace 2, est compact, il existe un point p, € 7’, appartenant 
à tous les ensembles À, de l,, i.e. un point tel que chacun de ses 
voisinages U, rencontre chaque ensemble À. 

Pour les ensembles À du filtre ®, ceci exprime qu'ils rencontrent 
tous l’ensemble O (U,), d'où il s'ensuit, puisque ® est un ultrafiltre, 
que O (U,) € ©. 

Considérons un voisinage W du point {p.,} € .Ÿ obtenu en pre- 
nant un point p, pour chaque «. Par définition, ce voisinage con- 
tient un ensemble de la forme O (U,,,..., U, )où U,,, ..., Us 
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sont des voisinages des points pu, . . .; Pa, dans les espaces respec- 
tifs Los... À æ,- Mais nous venons tout juste de voir que les 
ensembles O (U4,), - .-., O (U..) appartiennent à l'ultrafiltre ©. 
Donc, ® contient aussi leur intersection 


Our +. Un,)= O (Ua) N +. N O(Ua.). 


et, par conséquent, le voisinage W. 

Donc, tout voisinage de {p.} appartient à ® et, par suite, 
converge vers {p.}. 

Ceci prouve que Z est compact, car tout ultrafiltre y conver- 
ge. O0 
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Structure différentiable sur un espace affine. — Variété de matrices 
de rang donné. — Variétés de Stiefel. — Séries de matrices. — Ex- 
ponentielle d’une matrice. — Logarithme d’une matrice. — Matri- 
ces orthogonales et /-orthogonales. — Groupes de Lie de matrices. — 
Groupes de matrices J-orthogonales. — Matrices unitaires et J-uni- 
taires. — Groupes de Lie de matrices complexes. — Variétés C-ana- 
lytiques. — Espaces connexes par arcs. — Espaces connexes. — Coïn- 
cidence de la connexité et de la connexité par arcs pour les variétés. — 
Chemins différentiables et différentiables par morceaux. — Variétés 
connexes ne satisfaisant pas au deuxième axiome de dénombrabilité. 


Revenons aux variétés différentiables (de classe C”) et complé- 
tons la liste des eXemples citée à la leçon 6. Non seulement ces exem- 
ples illustrent” la théorie générale, mais ils sont la source d'impor- 
tants théorèmes qui malheureusement sortent presque entièrement 
du cadre de ce cours. 


Soit # un espace affine à 7 dimensions sur le corps R. Tout 


repère Ue, . ..e, de cet espace définit un isomorphisme de coordon- 
—? 
nées h: 4 — R" (associant à un point A7, OM =: rie, — ...+- r'e,, 


Je point (x!,..., x") de R'"), donc une carte (#, ). 

Cette carte forme un atlas à un seul élément sur # et. par con- 
séquent, définit une structure différentiable sur # (comparer avec 
l'exemple 1 de la leçon 6). Pour tout autre repère Ü’e; ...e;, la 
carte correspondante (#,h') est liée à la carte (#,h) par l'application 
de passage h’ + h”"! qui est une application affine (donc un difféo- 
morphisme de classe C”) de R" sur R" et, par conséquent, est 
compatible avec la carte (4, h). Ceci exprime que la structure diffé- 
rentiable définie par la carte (#, h) ne dépend pas du choix du repère 
Oe;y .-.. e,. Nous l’appellerons structure différentiable standard 
sur -/. Elle est manifestement compatible avec la topologie de #4. 

Puisque tout espace vectoriel est automatiquement affine. tout 
ce qui vient d'être dit est valable en particulier pour un espace 
vectoriel quelconque, par exemple pour l’espace vectoriel à mn 
dimensions ®R (m, n) de toutes les (m X n)-matrices rectangulaires 
réelles. Donc, R (m, n) est une variété différentiable (de classe C") 
à mn dimensions. Pour obtenir une carte recouvrant cette variété, 
il faut écrire chaque matrice À de R (m, nr) sous forme d'une ligne 
dans un ordre quelconque qui soit le même pour toutes les matrices. 
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Le groupe GL (n) des matrices régulières d'ordre n est caractérisé 
dans l’espace vectoriel Mat, (R) = R (7. 7) des matrices carrées À 
d'ordre #7 par la condition det À =£ 0. Puisque le déterminant d'une 
matrice dépend continüment des éléments de cette matrice (la fonc- 
tion det : À + det À est continue sur Mat, (R)), le groupe GL (n) est 
un ensemble ouvert de la variété différentiable Mat, (R) et donc 
est muni d’une structure différentiable induite. Par conséquent, Le 


groupe GL (n) est une variété différentiable (de classe C"). La di- 
mension de cette variété est n°. 


k *& * 


Pour obtenir un exemple moins trivial de variéte différentiable, 
considérons le sous-ensemble R (m, n; k) de l’espace R (rm, n), 
composé des matrices de rang k, où 0OS£< min(m,n). Etant un 
sous-ensemble de l’espace topologique R (m. n), cet ensemble est un 
espace topologique (pour la topologie induite). 

Il s'avère que l'ensemble R (m, n; k) peut être muni de façon 
naturelle d'une structure de variété différentiable à k(m<+n—k) 
dimensions, compatible avec la topologie. 

Considérons à cet effet le sous-ensemble UCR(m, n; l:) des 
(m X n)-matrices de la forme 

A B 


(1) C D 


où À est une (4 X k)-matrice régulière (i.e. appartenant à GL (k)), 
et B, C et D respectivement des (m — k) X k, k x (n — k) et 
(m — k) X (n — k)-matrices arbitraires. 

En écrivant les matrices À, B et C sous forme d’une ligne dans le 
même ordre, on obtient une application h de l’ensemble U sur un 


sous-ensemble U, de l'espace R", où 
N=kK+(m—k)k+k(n—k)=k(m+n—k). 


La matrice (1) étant de même rang que la matrice 


elle »|=| 


(car le premier facteur du premier membre est une matrice régulière) 
laquelle est de rang k si et seulement si D — CA-1B = O0, la matri- 
ce (1) est définie de façon unique par les matrices 4, B, C, où À est 
une matrice régulière, et B et C des matrices généralement arbitrai- 
res. Ceci exprime que l’ensemble U, donc l’ensemble U,, sont ouverts 
(dans R (m,n;k) et R° respectivement), et l'application k:U—+ U, 
est bijective. Donc, le couple (U, hk) est une carte sur R (m, n: k). 


0 D—CA°1B 


B 
ya 
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L'application réciproque k-!:U,— U consiste à restituer les 
matrices À, B et C à l’aide de la matrice ligne donnée et à écrire 
dans le coin inférieur droit de la matrice (1) la matrice 


D = CAB. 


Soit! maintenant & :R(m,n; k)—R(m,n;k) une permutation 
des lignes ou des colonnes (il existe en tout m!n! permutations) 
et soit 


UL, = aU et k, —=hoa”!. 


Le couple (U,, k,) sera alors une carte sur R(m, n; k). 

Puisque toute (m X n)-matrice de rang À peut être transfor- 
mée par des permutations des lignes et des colonnes en une matrice 
de la forme (1), les ensembles U, forment un recouvrement de l'ensem- 
ble R(m, n; k). 

Supposons que U, NU; # ©. L'ensemble 


at (Us N Us) =U N (at B)U 


est composé de matrices (1) dont les images par la permutation 
a”! o $ appartiennent à U, i.e. dont le mineur d’ordre k se trans- 
forme par a”! ff en le mineur supérieur gauche qui est non nul. 
Ce mineur est une fonction rationnelle (car D = CA-1B), donc 
continue (dans son domaine de définition) des éléments des matrices 
A, Bet C. Donc, l'ensemble sur lequel cette fonction est non nulle, 
i.e. l'ensemble 


k (a? (Ue N Us)) = ha (Ua n Us), 


est ouvert dans U, = k (U). 
L'application 


(2) hygohgt =ho(Blo œ)oht:h, (Us NA Us) —hg (Ua N Un) 


envoie le point de h; (U4 N Ur) U, correspondant à une matri- 
ce (1) (plus exactement aux matrices À, B et C) en une matrice (1), 
i.e. en la matrice 

À B 

C CAB ||’ 


puis permute les lignes et colonnes de cette matrice et enfin inscrit 
sur une même ligne tous les éléments se trouvant à la place des ma- 
trices À, B et C. Ceci montre que l'application (2) est définie par des 
fonctions rationnelles des coordonnées. Ces fonctions sont définies 
sur ha (Ua N Us), donc sont différentiables sur hkÇ (Ux N Us). 
Ceci prouve que deux cartes quelconques de la forme (U,, h.) sont 
compatibles. 
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Ces cartes forment donc un atlas. La structure différentiable 
définie par cet atlas (structure qui est manifestement compatible 
avec la topologie de R (m, n ; k)) n’est autre que la structure que nous 
voulions construire. [] 

Remarquons que pour m = n = k l’atlas est constitué d’une seu- 
le carte (U, h), et cet atlas définit la structure différentiable sur 
GL (n) indiquée plus haut. 


+ & + 


Soit 7° un espace vectoriel à 7 dimensions sur R. Appelons 
m-repères de 7°, où 0Sm< An, des familles libres de m vecteurs 
de 7 et considérons l’ensemble V (m, #°) des m-repères de 7. 
En choisissant une base (un n-repère) dans 7”, on peut associer à cha- 
que m-repère une (m X n)-matrice dont les colonnes sont composées 
des coordonnées des vecteurs de ce repère dans cette base. Il est 
clair qu'on obtient de la sorte une application bijective V (m, 7°) — 
— R(m,n;m). En transportant la structure différentiable de 
R(m, n; m) sur V (m, 7) à l'aide de cette application, on munit 
V (m,7) d'une structure de variété différentiable qui ne dépend 
visiblement pas du choix de la base dans 7. 

Cette variété s'appelle variété de Stiefel de l’espace vectoriel 7°. 
Si 7° =”, on la désigne par V (m, n). 

Exercice 1. Montrer que l’ensemble G(m, Ÿ°) des sous-espaces à m dimen- 


sions d'un espace vectoriel 7° à n dimensions est une variété différentiable à 


m(n— m) dimensions. (Cette variété s'appelle variété grassmannienne; cf. 
leçon I1I.10.) 


$# + * 


Nous aurons besoin de quelques notions de théorie générale des 
matrices pour étudier des variétés de matrices différentiables plus 
complexes. 


L'espace vectoriel Mat, (R) des matrices À = || ai || d'ordre n peut être 


muni de plusieurs normes distinctes, i.e. de fonctions 4» | À | à valeurs dans 
R telles que 


[A+BI<ITAI+IBI, IkA[=1kx/-141 
et 
[4A1>0 pour 40 


pour toutes matrices À et B et tout nombre k. La plus commode sera la norme 
définie par la formule | 

[Al=n. max |ail. 

1&i, j<n 

Cette norme possède l’agréable propriété suivante: pour toutes matrices À = 
= || af | et B=|| bi || on a l'inégalité 

| ABI<|A4{:1B1. 
11—0964 
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En effet, par définition de la multiplication des matrices, les éléments ci de la 
matrice AB s'expriment à l’aide de la formule ci = ajb?, i.e. 


Donc, 


lABi=n. max lei] &n. max È lail-1b51 
1<i, JR 1<i, jJ<n 


en (AL .… +. Lea -1BI. 0 


n 


—” 


n fois 
De plus, cette norme est telle que 
lATI= 141. 
Conformément aux définitions générales de l'analyse on dira qu'une suite 


{A (m)} de matrices À (m) = || a; (m) || converge vers une matrice À = || ai Il 
(et on écrira À (m) —+ À lorsque m —æ ©) si 


|A(m — 4A1—+0 
lorsque m —+ 00 où ce quiest visiblement équivalent, si af (m) —+ ai pour tous 


= 1, 
On dira qu’ ‘une série infinie de matrices 


(3) AotTdit...+A4m+...: 
converge vers une matrice À s’il en est de même de la suite {A (m)} de ses sommes 
partielles 

A (nm = A45+... +4» 

Le classique critère de convergence de Cauchy s'étend 
immédiatement aux séries de matrices, i.e. La série (3) converge si et seulement si 
pour tout & > 0 il existe un M, > 0 tel que pour tout m> M, et tout p >0 
on ait 

| 4m + Amki + .….. + Am+p|<e. 
On dit que la série (3) est absolument convergente si converge la série numérique 


LAol+lA4l+... +lA4mi+ 
Puisque 


Am + Am+i+ +. + Am4pl < lAml+ lAms1l+ + lAm4pl, 


le critère de convergence de Cauchy entraîne immédiatement La convergence de 
toute série absolument convergente. 


Comme exemple de série absolument convergente citons 


ÿ A = E+4+ 5 ++ 


rmn=( 


Cette série converge (absolument) pour toute matrice A. Sa somme s'appelle 
exponentielle de cette matrice et se note e (ou exp 4). 
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Il est clair que l'opération de passage à la matrice e4 


A + AT de transposition des matrices, i.e. 


commute à l'opération 


(4) (eA)T=eAT pour toute matrice A. 
De plus, 
(5) C-1eAC = eC "AC 


pour toute matrice régulière C (car C-1AmC = (C-14C)" pour tout m). 
Si la matrice À est trigonale supérieure d'éléments diagonaux a,, ..., a,, 
chaque matrice A" sera aussi trigonale supérieure et ses éléments diagonaux. 


seront a", ..., a®. Donc, la matrice eÀ sera aussi trigonale supérieure et aura 
pour éléments diagonaux €%:, ..., en. Le déterminant de la matrice e4 est 
alors donné par la formule 

(6) dete4=eîr À 


où Tr 4 est la trace de la matrice À (la somme de ses éléments diagonaux). Mais 
on sait du cours d’algèbre linéaire (puisque la trace est l’un des coefficients 
du polynôme caractéristique) que pour toute matrice régulière, 


(7) Tr (C-l4C) = Tr A 


et que (cf. proposition 5 de la leçon 11.15) toute matrice est de la forme C-!AC, 
où À est une matrice trigonale supérieure (généralement à éléments complexes). 
Donc, en vertu de la formule (5), la formule (6) est valable pour toute matrice À. 


On voit en particulier que le déterminant de chaque matrice eÂ est stricte- 
ment positif, de sorte que, en particulier, la matrice eÂ est régulière (appartient 


au groupe GL (n)). 
L'égalité 


(8) eÂeB — eA+B 


n’a pas lieu pour toutes matrices À et B. Mais elle est valable st les matrices À et B 
commutent, car dans ce cas les raisonnements qui ont servi à prouver la formule 
(8) pour les nombres restent en vigueur. [D’après la formule du binôme, pour 
tout m > 0 
m 
(A+ B) > Ah__BmTk 
m | N ,“! (m—k)1 


donc pour tout M > 0 


2M (A+ Bm M am M pm 
> m | =(2 nr )( 2 nr )+ Par 
Meh( m0 m=0 
où Ram est la somme des termes de la forme 
Ak Bl 
kT CII 
étendue à tous les couples (k, 1) tels que à + 1 < 2M et l’un des nombres # 
ou / est >M. Mais puisque le nombre de ces couples est égal à M (M + 1), et 
A B! lAIR BI! L max(|AI, 1B1)2M 
k1 1! k! LT M\ , 
11e 
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On a 


2M 
Rp | cu (M1) RAT ED 


Donc, | Rx | — 0 lorsque M —+ œ, ce qui prouve la formule (8).] 
On voit en particulier que e4e-À = e° = E, i.e. 


(S) (e4)-1=e"À. 
(On remarquera que ceci prouve une fois de plus que e4 appartient à GL(an).) 


Par analogie à la fonction exp, on peut définir d'autres fonctions matri- 
cielles de A. Soit par exemple la série 


(10) (4—E)— El + 4m EN +. 


qui est l'analogue matriciel de la série logarithmique. Puisque 
la série logarithmique converge absolument pour | =: — 1 | << 1, la série (10) 
converge absolument pour | À — E | < 1. Sa somme se note In À et s'appelle 
logarithme de la matrice À. 

Soulignons que In À n'est ainsi définie que pour | À — E | < 1. 

D'une façon générale, In (AB) - In À + In B, mais si les matrices À et B 
commutent (et les matrices 1n À, In B et 1n (4B) sont définies), alors 


(11) In (4B) = 1n 4 +InB. 


La démonstration est identique à celle de la formule (6). 
Si À est un nombre (une matrice d'ordre 1), on sait alors que el" À = 4. 
Donc, en substituant la série de 1n À à À dans la série de eÂ, en chassant les 
arenthèses et en réduisant les termes semblables, on obtient À (démontrer 
irectement cette assertion), et de plus ce calcul sera licite pour tout À tel que 
1n À converge. Puisque ce calcul (et la justification de sa légitimité) est valable 
intégralement pour les matrices de tout ordre, on voit donc que 


(12) eln A— À 


pour toute matrice À telle que | À — E | < 1. (En particulier, pour une telle 
matrice on a det À > 0.) | 
Pour des raisons analogues on doit avoir 


(43) Ine4= 4, 


et de plus, puisque pour les nombres le calcul effectué sur les séries n'est licite 
que pour | 2 | << 1n 2 (pourquoi ?), l'égalité (13) est vérifiée pour | À | << In 2. 
(On remarquera que si | A | <1n 2, alors |e4A— E|<elAl_ 4 <1.) 

Des formules (12) et (13) il résulte que les fonctions matricielles exp et 1n 
définissent des applications bijectives réciproques l’une de l'autre d'un voisinage de 
la matrice unité, composé de matrices À de la forme el, où |B|<Ilin2,sur un 
voisinage de la matrice nulle O, composé de matrices B telles que | B | << in 2. 

Ceci étant, ces applications sont des difféomorphismes, puisque les éléments 
des matrices e4 et In 4 sont visiblement des fonctions différentiables (R-analy- 
tiques) des éléments de la matrice À. 
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Exercice 2. Déduire La formule (11) de la formule (8). [N o t a. Montrer que 


pour | A|[<in2et | B|-< In 2 la commutativité des matrices eÂ et eP en- 
traîne celle des matrices À et Z.] 

Peut-on déduire la formule (8) de la formule (11)? 

Remarque 1. Bien que l’on s'intéresse essentiellement — tant que le con- 
traire n'est pas expressément mentionné — aux matrices réelles (i.e. dont les 
éléments sont réels), on sera parfois contraint de faire intervenir les matrices 
complexes (cf., par exemple, démonstration de la formule (6) ci-dessus). Il 


importe donc de remarquer que ce qui a été dit plus haut sur les matrices e 
et 1n À vaut pour les matrices aussi bien réelles que complexes. 


*X * + 


On rappelle (cf. leçon 1. 14) qu’une matrice réelle À est orthogona- 


le si sa transposée À‘ est son inverse, i.e. si A'A = E. 

Les matrices orthogonales d'ordre n forment un groupe que l’on 
note O (n). 

D'une façon générale, si J est une matrice régulière d'ordre n, la 
matrice À d'ordre nr telle que 


(14) ATJA =J 


s'appelle matrice J-orthogonale. (Donc, les matrices E-orthogonales 
ne sont autres que les matrices orthogonales.) Les matrices J-ortho- 
gonales forment un groupe qui est désigné par O, (n). 

De la formule (14) il résulte que le déterminant d'une matrice 
J-orthogonale À est égal à + 1. Une matrice J-orthogonale À telle 
que det À = 1 s'appelle matrice propre ou unimodulaire. 

Les matrices J-orthogonales unimodulaires forment un sous- 
groupe SO, (n) du groupe O, (7) (pour J = E,, le sous-groupe SO (n)). 

Si pour une matrice J-orthogonale À on a l'inégalité | À — E |< 
< 1 et donc existe la matrice B = In À, alors 


3 = JeBJ1= JAJ1= (AT) 1= (A71)T œ(e-B)T =e-81, 
Donc, si | B | <In2(et, par suite, |JBJ-1 | < In 2et | — BT]— 
— | B|<I1n2), alors JBJ-! — — B", i.e. 
(15) BTJ = — JB. 
Réciproquement, si (15) est réalisée, alors 
(e8)' =e8T —e-78" 12 Je-BJ-1= J (eB)-1J-1, 


donc, la matrice À = e° est une matrice J-orthogonale. 

Les matrices satisfaisant à la condition (15) sont dites J-antisy- 
fete (Pour J = EÆ ce sont d'ordinaires matrices antisymétri- 
ques. 

La relation (15) étant linéaire en B, les matrices J-antisymétriques 
(d'ordre n donné) forment un sous-espace vectoriel de l'espace Mat, (R). 
Ce sous-espace est désigné par 30, (n) (et pour J = Æ, par 20 (n)). 
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à + * 


Plaçons-nous dans le cas général. 

Soit & le groupe des matrices réelles d'ordre 7 (un sous-groupe du 
groupe GL (7) = GL (nr; R)). 

Définition 1. Un groupe & s'appelle groupe de Lie de matrices si 
l'espace vectoriel Mat, (R) contient un sous-espace vectoriel g 
tel que 


4° Pour toute matrice B€g la matrice e” appartient au grou- 
pe ÿ. 

20 Si eE & et | B|<In2. alors BE. 

L'espace vectoriel g s’appelle algèbre de Lie du groupe %. 
(Cette dénomination s'explique par le fait que g est une algèbre au 
sens algébrique général par rapport à l'opération [B,, B,] = B,B, — 
— B,B,; cf. plus bas remarque 1 de la leçon 16.) 

Donc, d’après les calculs effectués plus haut, pour toute matrice 
régulière J le groupe O, (nr) est un groupe de Lie de matrices d'algè- 
bre de Lie 30,(n). 

Le groupe GL (nr, R) est de toute évidence un groupe de Lie de 
matrices (pour ce groupe, g = Mat, (R); remarquons à propos 
que pour cette raison l’espace Mat, (R) se désigne aussi par gl (n)). 
Est aussi groupe de Lie de matrices le sous-groupe GL* (7) du groupe 
GL (n), composé des matrices à déterminant strictement positif 
(pour ce sous-groupe on a aussi g — Mat, (R)). 

De la formule (6) il découle immédiatement que dans le cas du 
groupe SL (n) = SL (n; R) des matrices unimodulaires, les proprié- 
tés 1° et 2° sont vérifiées par le sous-espace 81(n) à n° — 1 dimen- 
sions des matrices B telles que Tr B = 0. Donc, le groupeSL (n) est 
un groupe de Lie de matrices d'algèbre de Lie ai (n). 

L'importance des groupes de Lie de matrices en théorie des 
variétés différentiables est mise en évidence par la proposition 
suivante : 

Proposition 1. Tout groupe de Lie de matrices $ est muni de façon 
naturelle d'une structure de variété différentiable. 

La dimension de cette variété est égale à celle de l'algèbre g. 

Démonstration. Soit U, un voisinage de la matrice 
nulle 0 de 4, composé des matrices B € g telles que | B | < In 2, 
et soit U — exp U,. Alors U est ouvert dans & (pourquoi?) et 
l'application 1n : À + 1n À est une application bijective (voire même 
un homéomorphisme) de U sur U,;. 

En fixant un ordre d'écriture des éléments des matrices de g 
sous forme d’une ligne et en identifiant par là même l'algèbre g 
à l’espace RN, où N = dimg, on peut traiter U, comme un sous- 
ensemble de l’espace R\. Il est clair que ce sous-ensemble est ouvert 
dans R\ et, par conséquent, le couple (Ÿ, 1n) est une carte sur g. 
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Remarquons que E € U. 


Pour toute matrice CE &, considérons l'ensemble CUS % 
des matrices de & de la forme CA, où AE U, et l'application 


ke : CU— U, 
de cet ensemble sur l'ensemble VU, R\, définie par la formule 
hc(CA)=Iln4, AEU. 


Il est clair que l'application hc est bijective, i.e. que le couple 
(CU, hc) est une carte sur &. Comme € = CE € CU, les cartes de 
la forme (CU, hc) constituent un recouvrement de &. D'autre part, 
pour deux matrices quelconques C,, C, € g, l'application 


he hoc? : ho (CU N CU) —+ ho, (CU N CU) 


est définie par la formule 

(ko, ° hc;ÿ) (B)= In (C5 Ces), 
l'ensemble hkc, (CAU NC:U) étant composé des matrices B € U, 
telles que C;'C,eS € U. 

Donc, l’ensemble hc, (C\U MN C,U) est ouvert et l'application 
hkc,° hc est différentiable. Par conséquent, les cartes (CU, he.) 
et (CU, hc,) sont compatibles. 

On voit donc que les cartes de la forme (CU, hk<) forment un atlas 
sur $ et, par conséquent, définissent sur & une structure de variété 
différentiable (visiblement de dimension W). 

Ceci prouve intégralement la proposition 1. O 

Dans la suite on admettra toujours que tout groupe de Lie de ma- 
trices est muni de la structure différentiable construite. 

Etant un sous-ensemble de l’espace vectoriel Mat, (R), le grou- 
pe & hérite sa topologie de Mat, (R). 

Il est clair que toutes les cartes (CU, h«) vérifient pour cette 
topologie les conditions de la proposition 2 de la leçon 7, et donc Îa 
structure différentiable du groupe $ est compatible avec sa topologie. 

On voit donc en particulier que le groupe SL (n) est une variété 
différentiable de dimension n° — 1. 

k + + 


De façon analogue, pour toute matrice régulière J d'ordre n le 
groupe O,(n) des matrices J-orthogonales d'ordre n est une variété 
différentiable. 

La dimension de cette variété (qui est égale à celle de l'algèbre 
de Lie 30, (n)) dépend généralement de J. 

Par exemple, pour J = E, l'algèbre 804 (nr) = 30 (7) est com- 
posée des matrices antisymétriques B = || b; || d'ordre r. Puisque 
dans l’espace vectoriel Mat, (R) à 7° dimensions des matrices d'or- 
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dre n, les matrices antisymétriques sont mises en évidence par nr (r 
+ 1)/2 conditions indépendantes 

bi = —bi, où i,j—=1,...,nr et i<j. 
on a 


n(n+1) __ n(n—1) 
— 5 — = ——. 


dim 80 (7) = n° — 


(n —1) 
Donc, le groupe de Lie O(n) est de dimension — 


Un autre exemple important correspond au cas où n est pair 

(n = 2m) et la matrice J est de la forme 
0 E 
—E 0 


où O0 et E sont les matrices nulle et unité d'ordre m. Dans ce cas la 
condition de J-antisymétrie de la matrice 


A1 4 
À; À, 
d'ordre rx (où À4,, A,, A, et À, sont des matrices d'ordre m) est équi- 
valente aux trois conditions suivantes 

(18: AT — — À ,, AT — A9 A] — A3, 

qui expriment que les matrices À, et À, sont symétriques et que la 
matrice À, s'exprime en fonction de la matrice 4, (qui n’est as- 


treinte à aucune condition). Donc, la dimension de l’espace des matri- 
ces J-antisymétriques (désigné ici par 3p (m; R)) est égale à 


m2+ 2. @ HD Em (2m+ = tin 


9 
_ 


(16) J= 


? 


(17) A= 


Les matrices J-orthogonales à la matrice (16) s'appellent matrices 
symplectiques, et le groupe O, (n) qu'elles forment (et qui est géné- 
ralement désigné par Sp(m; R)) groupe symplectique. D'après le 
calcul effectué, le groupe Sp (m; R) est une variété différentiable de 
dimension m (2m + 1). 

Les matrices d'ordre pair 7 — 2m, qui sont à la fois orthogonales 
et symplectiques, forment un groupe symplectique orthogonal noté 
Sp (m; R) NO (2m). Ce groupe est un groupe de Lie de matrices 
d'algèbre de Lie 3p(m; R) (30 (2m). 

Il est clair qu’une matrice (17) est antisymétrique si et seulement 
si AT = —A,, AT = —A, et AT — —A,. Combiné aux condi- 
tions (18) ceci nous dit qu'une matrice (17) appartient à 
l'algèbre de Lie sp(m; R) NN 80 (2m) si et seulement si 


AY = — A AJ = À, el A3; = — A3, A, — A1. 
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Donc, 
dim(sp(m; R) fN 30 (2m) + OLD Le, 


et, par suite, Le groupe Sp (m; R) NO (2m) est une variété diffé- 
rentiable de dimension m°. 
Supposons que z = p + get soit 


0 —E, 
où E, et E, sont les matrices unités d'ordre p et q respectivement. 

Les matrices J-orthogonales à la matrice J s'appellent matrices 
pseudo-orthogonales de type (p, q), et le groupe O, (n) qu'elles forment 


est désigné par © (p, q). (Donc, O (n, 0) = O (0, nr) = O (n).) Il est 
clair que Le groupe O (p, q) est une variété différentiable de dimension 


| (ne dépendant pas de p et q). 


J = 


? 


+ + * 


Les analogues complexes des matrices J-orthogonales sont les 
matrices J-unitaires à éléments complexes satisfaisant à la relation 


(19) ATJA =J 


(pour J = E, ce sont d'ordinaires matrices unitaires; cf. leçon II. 21} 
et ceux des matrices J-antisymétriques, les matrices J-antihermitien- 
nes vérifiant la relation 


B'J = —JB 


(pour J = E, ce sont d'ordinaires matrices antihermitiennes; 
cf. leçon 11.19). 

Les matrices J-unitaires forment un groupe U, (n) (pour J =E, 
le groupe ÜÙ (n)), et les matrices J-antihermitiennes, l'espace vecto- 
riel u, (n) (pour J = E, l’espace vectoriel u (n)). 

[Signalons que, bien que l'espace vectoriel u, (7) soit composé: 
de matrices complexes, il n’est stable que pour la multiplication 
par des nombres réels (la multiplication par i donne une matrice 
hermitienne d'une matrice antihermitienne), i.e. u; (7) est un 
espace vectoriel sur le corps R. Pour J = E, on trouve par un calcul 
simple que sa dimension est égale à n°. (La condition d’antihermitici- 


# e . . n n— 1 
té des matrices n'’impose aucune contrainte aux EI nombres 


complexes situés au-dessus de la diagonale principale et implique 
aux 7 éléments diagonaux d'être imaginaires purs.)] 

Exercice 3. Montrer que pour toute matrice J-antihermitienne B 
la matrice ePest une matrice J-unitaire et que, si la matrice À =er, 
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avec | B | < In 2, est J-unitaire, la matrice B est nécessairement 
J-antihermitienne. 

A titre de généralisation immédiate de la définition, on se servira 
du terme « groupe de Lie de matrices » pour les groupes ÿ composés 
de matrices complexes, pour lesquels existe l’espace vectoriel 3€ 
«= Mat, (C) (sur Le corps R) jouissant des propriétés 1° et 2° de la 
définition 1. Aux termes de cette définition, on peut donc dire que 
U, (n) est un groupe de Lie de matrices d'algèbre de Lie u;(n). Puisque 
la proposition 4 est de toute évidence valable aussi pour de tels grou- 
pes de Lie de matrices, on voit que le groupe U, (n) est une variété 
différentiable. Pour J = E, cette variété est de dimension n°. 


Exercice 4. Montrer que la correspondance 
A1 À: 
As A4 


<st un difféomorphisme (et en même temps un isomorphisme) du groupe symplec- 
4ique orthogonal Sp (m; R) MN O (2m) sur le groupe U (m). 


De la relation (19) il résulte que pour toute matrice J-unitaire À, 
on à 


> Ai id 


| det À | = 1. 
Les matrices unitaires À telles que 
det À = 1 


{les matrices unitaires unimodulaires) forment un sous-groupe SU (7) 
du groupe U (7). Ce groupe est un groupe de Lie dont l'algèbre de Lie 
est composée de toutes les matrices antihermitiennes d'ordre 7 de 
trace nulle (cette algèbre est généralement désignée par gu (n)). Puis- 
que de toute évidence dim gu (7) = n° — 1, le groupe SU (n) est 
une variété différentiable de dimension n° — 1. 
Un autre sous-groupe intéressant du groupe U (72) est (pour n = 
= 2m pair) le groupe symplectique unitaire Sp (m) des matrices uni- 
taires d'ordre 7 — 2m vérifiant la condition de symplecticité 
{qui de toute évidence a un sens pour les matrices complexes aussi). 
‘Ce groupe est un groupe de Lie dont l'algèbre de Lie sp (m) est com- 
posée des matrices antihermitiennes (17) satisfaisant aux rela- 


tions (18). Mais la condition d’antihermiticité de la matrice (17) se 
ramène aux relations 


A, = — À,, Ai = — À,, A3 = — À, 
qui combinées aux relations (18), nous donnent 
À, = À, À; —_ —À,, 


où À, est une matrice antihermitienne (dépendant de m° paramètres 
céels) et À, une matrice symétrique (dépendant, en raison de sa 


VARIÊTES M-ANALYTIQUES 171 


complexité, de m (m + 1) paramètres réels). Ceci montre que 
dim 2p (m) =m° + m(m +1) =m (2m +1) et, par suite, que 
le groupe Sp(m) est une variété différentiable de dimension m (2m + 1). 

Notons que dim Sp (m) = dim Sp (m; R). Néanmoins, les varié- 
tés Sp (m) et Sp(m; R) ne sont pas difféomorphes (ne serait-ce que 
parce que l’une est compacte et l’autre non). 


* + + 


Comme déjà remarqué, la condition de symplecticité (et de façon 
plus générale la condition de J-orthogonalité) a un sens pour les ma- 
trices complexes. Ainsi apparaît Le groupe O,(n; €) des matrices 
J-orthogonales complexes d'ordre n (et en particulier Le groupe O (nr; ©) 
des matrices orthogonales complexes d'ordre n et le groupe Sp (m; C) 
des matrices symplectiques complexes d'ordre nr = 2m). Ce groupe 
satisfait aux conditions de la définition 1 à seule différence que son 
algèbre de Lie g est composée de matrices complexes et est un 
espace vectoriel sur le corps C. De tels groupes seront appelés 
groupes de Lie de matrices complexes. 

Puisque tout espace vectoriel sur le corps C est automatiquement 
un espace vectoriel sur le corps R (de dimension double), tout grou- 
pe de matrices complexes sera un groupe de Lie de matrices (au 
sens général indiqué plus haut) et donc une variété différentiable. 
On voit en particulier que tous Les groupes de la forme O, (nr; €) (et 
en particulier les groupes O (7; €) et Sp (m; C)) sont des variétés 
différentiables. De plus, dimO (n;C)= 7 (7 — 1)et dimSp(m;C) — 
=: 2m (2m + 1). 

On remarquera donc que 


Sp (m) = Sp (m; ©) AU (2m) 


(l'intersection Sp (m; R) NA U (2m) n'est autre que le groupe sym- 
plectique orthogonal Sp (m; R) MN O (2m)). 


» à * 


L'exemple des groupes O, (nr; €) nous suggère d'envisager sous 
leur forme générale les variétés munies de cartes (U, k) pour lesquel- 
les l’ensemble A(U) est un ensemble ouvert de l’espace C” (de telles 
cartes sont dites complexes). 

Deux cartes complexes (U, h) et (V, k) s'appellent C-compatibles 
si soit U N Ÿ = S, soit les ensembles À (U fN V) et À (U AN V) sont 
ouverts dans €” et l'application 


koh1:k(UNV)—+k(UnNV) 


est un difféomorphisme C-analytique, ïi.e. elle et sa réciproque 
hok”! s'expriment par des fonctions C-analytiques (on dit encore 
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holomorphes) qui au voisinage de tout point z, = (2}, ..., 2)€ 
Eh (U NV) C' se développent en séries entières de z! — 2}, ... 
2 — 21. 
Un ensemble Z muni d'un atlas de cartes complexes C-compati- 
bles s'appelle variété C-analytique. Le nombre n s'appelle dimension 
complere de Z et se note dimg Z. 


L'analogue « complexe » de la proposition 1 affirme que tout 
groupe de Lie de matrices complexes est une variété C-analytique. La 
démonstration reprend ad litteram celle de la proposition 1. 

{Soulignons que le groupe U (n7)n'est pas un groupe de Lie 
de matrices complexes; d'une façon générale il est impossible de 
munir U (7) d'une structure de variété C-analytique.] 

Puisque l’espace €" s'’identifie de façon naturelle avec l’espace 
R2n (il suffit de remplacer chaque coordonnée complexe z*, 
k = 1,...,n, par ses parties réelle et imaginaire) et que les parties 
réelle et imaginaire de toute fonction C-analytique de z!, ..., z” 
sont des fonctions R-analytiques (prouvez-le !) de 


z'=Rezt, ..., x"=Rez", yt—=Imzt, ..., y"—=Im:z", 


toute variété C-analytique 2” est ipso facto une variété différentiable 
(R-analytique) de dimension double. 
Cette variété s'appelle décomplezifié de la variété Z'et se note Ze. 


+ + * 


Revenons provisoirement à la topologie générale. 

Définition 2. Dans un espace topologique 2 on appelle chemin 
une application continue u : I + % du segment Z = [0, 1] dans Z. 
Le point u(0) s'appelle origine et le point u (1), extrémité du chemin u. 
On dit aussi que le chemin u relie dans Z le point p, — u (0) au point 
Pi = u (1). 

Les déformations des bases d’un espace vectoriel j à n dimensions 
(cf. définition 2, leçon 1.12) ne sont autres que des chemins dans la 
variété de Stiefel V (nr, 7') = GL (n), et les déformations pseudo- 
orthonormales des bases des espaces pseudo-euclidiens de type (p, q) 
(définies de façon analogue), autres que des chemins dans le 
groupe © (p, 9). 

Il est aisé de voir (comparer avec la proposition 1 de la leçon 1.12) 
que la relation « être relié par un chemin » est une relation d'équi- 
valence sur Z, i.e. est une relation réflexive (tout point pm € 
est relié à lui-même par un chemin constant u : I—+ À défini par la 
formule u (t) — ps, t € Z), symétrique (si un chemin u : 1—+ relie 
Po à Pr, lechemin réciproque u”!: I —+ © défini par la formule u”1 (t)=— 
=u(1—1t),tCI, reliera p, à p,)et transitive (si un chemin u : I + 
—+> ZT relie un point p, à un point p,, et un chemin v:1—+Z, le 
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point p, à un point p,, alors le chemin w:1—+% défini par la 
formule 


. 5) 
(20) w (t) = {een si 0St< 1/2, 


v(2t—1) si 12<1<1, 


et appelé, à propos, produit uv des chemins u et v reliera p, à p>; 
montrer que la formule (20) définit une application continue). 

Définition 3. Les classes modulo cette relation d'équivalence 
s'appellent composantes connexes par arcs de l’espace topologique Z. 
Un espace © qui possède une seule composante connexe par arcs, 
i.e. tel que deux quelconques de ses points sont reliables par un 
chemin, s'appelle espace connexe par arcs. 

Les orientations d’un espace vectoriel, traitées comme des classes 
de bases se déduisant l’une de l’autre par une déformation (cf. théo- 
rème 1 de la leçon 1.12), et les orientations d'un espace pseudo-eucli- 
dien définies de façon analogue ne sont autres que les composantes 
connexes par arcs des groupes GL (7) et O (p, q) respectivement. On 
voit donc que les groupes GL (n) et O (n) possèdent chacun deux compo- 
santes connexes par arcs, et le groupe O (p, q),0  p << n, en a quatre. 
La composante du groupe GL (n) qui contient l'unité (on l'appelle 
plus brièvement composante de l'unité) est le groupe GL*(n) des 
matrices à déterminant strictement positif, la composante de l'unité 
du groupe © (n) est le groupe SO (n), et la composante de l'unité du 
groupe O (p, g), 0 << p< n, le groupe noté Of (p, q). 


Exercice 5. Montrer que les groupes Sp (m; R), U (n), SU (n) et Sp (mn) 
sont connexes par arcs. 


* + + 


Il existe une autre notion de connexité parfois plus commode 
(dont nous nous sommes déjà servis à la leçon 1 en étudiant la no- 
tion de ligne simple). 

On rappelle (cf. leçon 8) qu’un sous-ensemble À d'un espace 
topologique Z est fermé si son complémentaire Ÿ X A est ouvert. Un 
sous-ensemble à la fois ouvert et fermé s'appelle  ouvert-fermé. 

I est clair que l’ensemble vide © et l'espace Z sont ouverts- 
fermés. On les appelle sous-ensembles ouverts-fermés triviaux. 
Un exemple de sous-ensemble ouvert-fermé non trivial est le sous- 
groupe SO (n) du groupe © (n). 

Définition 4. On dit qu’un espace topologique est connexe s'il ne 
contient pas de sous-ensembles ouverts-fermés non triviaux. Un 
sous-ensemble d’un espace topologique est connexe s'il l'est pour 
la topologie induite. 

De façon imagée la connexité d’un espace exprime qu'il est 
constitué d’un seul morceau. 
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Exercice 6. Montrer que la longue demi-droite d'Alexandrov (cf. remarque 1 
de la leçon 10) est un espace topologique connexe. 


Définition 5. On dit qu'un sous-ensemble connexe À d’un espace 
topologique Z est une composante connexe de Z s'il est maximal, 
1.e. si chaque sous-ensemble connexe contenant À est confondu 
avec À. 

On sait du cours d'analyse que tout segment Îa, b] de l'axe R 
est un espace connexe. 

Prouvons-le. Supposons que le segment {[a, b] n'est pas connexe, 
i.e. supposons qu'il existe un ensemble ouvert-fermé non vide CE 
€ [a, b] distinct de [a, b]. Quitte à passer au complémentaire (qui 
est aussi ouvert-fermé) on peut, sans perdre en généralité, admettre 
que a € C. Soit T l’ensemble de tous les points t E [a, b] tels que 
[a, t [€ C. Puisque l'inclusion [a, t(€ C implique que [a, le C 
(car Cest fermé), on en déduit que TE C. L'ensemble C étant ouvert 
dans [a, b] (et a EC). il existe un e >> 0 tel que La, a+elcc, 
i.e. a + e& € T. Donc l'ensemble T7 n'est pas vide et sa borne supé- 
rieure à, = sup T est => a. Supposons que a << t << t,. Par définition 
de la borne supérieure, il existe un nombre f, € T tel que t  #.. 
Alors [a, cfa, 1,1 Cet, par suite, t € T. Ceci prouve que 
(a, LE C,i.e.quet,ETEC.Maissit E Cett,<b,c'est qu'il exis- 
te, puisque C est ouvert dans [a, b], un e >> 0 tel que Jf, —e, t, + 
+ el € C. Donc, la, t, + ele Cet, par suite, t, + e € T. Puisque 
ceci contredit le fait que {, = sup 7, l'inégalité {, << b est impossi- 
ble. Donc, t, = b et, contrairement à l'hypothèse, C = [a, b]. O 

En particulier, le segment I est connexe. 

On en déduit sans peine que tout espace À connexe par arcs est 
connexe. En effet, si C est un ensemble ouvert-fermé dans Z, pour 
tout chemin u : I + Z l'ensemble u-1C des points t E [0, 1] tels 
que u (t) E C est ouvert-fermé dans 1. Donc, soit u”1C = ©, soit 
u”iC = I, puisque le segment Z est connexe. Si C  S, on peut 
exclure le premier cas en choisissant l'origine du chemin u dans C, 
et si C Æ Z, on peut exclure le deuxième cas en prenant l'extré- 
mité du chemin u à l'extérieur de C. Donc, si dans Z il existe un 
ensemble C ouvert-fermé non vide distinct de Z, aucun point de C 
ne peut être relié par un chemin à un point extérieur à C. Donc, Z 
n'est pas connexe par arcs. [ 

Il est clair maintenant que toute composante connexe par arcs est 
contenue dans une (et visiblement une seule) composante connexe. 

Il est aisé de voir que l'adhérence À d'un sous-ensemble connexe A 
est connexe. En effet, si un sous-ensemble non vide C est ouvert- 
fermé dans À, son intersection C f] À avec À n’est pas vide (pour- 
quoi ?) et est ouverte-fermée dans À. Donc, C N À = À et, par consé- 
quent, AC C. L'ensemble C étant fermé aussi bien dans À que 
dans Z, on en déduit que AG C et, par suite, 4 = C. CO 
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11 s'ensuit en particulier que toute composante connexe de l’espa- 
ce À est fermée. 

On démontre de façon analogue que si l'intersection (A, d'une 
famille {A} d'ensembles connexes n'est pas vide, leur réunion UAS 
est connexe. En effet, si C est ouvert-fermé dans JA ,etC NA. D, 
alors € NA, = A4, donc A,€ C. Mais si 4,,€ C pour un indi- 
ce &, au moins, alors NA, Cet, par suite, C NA, © pour tout. 
a. Donc, soit A,C C pour tout «&, soit C MN 4, = © aussi pour 
tout &. Dans le premier cas, C = [J4,,, dans le deuxième, C = 9.0 

Il en résulte que pour tout point p € Z la composante connexe 
de T qui contient p est la réunion de tous les sous-ensembles connexes de 
T contenant p et que les composantes connexes de À sont deux à deux 
disjointes. Donc, si un espace © possède un nombre fini de composantes 
connexes, chacune d'elles est ouverte dans Z (donc est un ensemble 
ouvert-fermé). 

En résumé donc, tout espace topologique © est la réunion de compo- 
santes connexes deux à deux disjointes dont chacune est un sous-ensemble 
connexe fermé (et ouvert si ces composantes sont en nombre fini) de 
l'espace Z. 

L'espace Z est connexe si et seulement s’il possède une seule 
composante connexe. 

On dit qu’un espace Z est totalement discontinu si chacune de ses. 
composantes contient un seul point. Il est clair qu'un espace sépa- 
ré À tel que ind Z = 0 (cf. leçon 10) est totalement discontinu. 

D'autre part, il existe des exemples (assez complexes) d'espa- 
ces séparés totalement discontinus (voire même métriques et. 
satisfaisant au deuxième axiome de dénombrabilité) de dimension 
positive quelconque. Ces espaces ne sont visiblement pas com- 
pacts puisqu'on peut prouver (faites-le à titre d'exercice) qu'un 
espace compact séparé totalement discontinu © est de dimension O 
(ind Z = dim Z =0 


Contrairement aux composantes connexes, les composantes conne- 
xes par arcs ne sont généralement ni ouvertes ni fermées. Mais si 
l'espace T est localement connexe par arcs (chacun de ses points pos- 
sède un système fondamental de voisinages qui sont tous connexes 
par arcs), toute composante connexe par arcs C de l'espace T est ouverte- 
fermée. En effet, si U est un voisinage connexe par arcs d'un point 
p EC, alors la réunion C [JU est connexe par arcs, puisque U fN C 
n'est pas vide, donc est confondue avec C, puisque C est maximale. 


Donc, UE C'est, par conséquent, p € Int C. Ceci prouve que C & 


€ Int Cet, par suite, C = Int C = C. Donc, la composante C est 
ouverte-fermée. [ 
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I] s'ensuit immédiatement que les composantes connexes par arcs 
d'un espace localement connexe par arcs sont confondues avec ses com- 
posantes connexes (et de plus que toutes les composantes connexes d'un 
espace localement connexe par arcs sont ouvertes-fermées indépendam- 
ment de leur nombre). 

En particulier, un espace localement connexe par arcs est connexe 
si et seulement s’il est connexe par arcs. 

Puisque tout point d’une variété topologique (et en particulier 
différentiable) possède un système fondamental de voisinages 


homéomorphes à une boule ouverte B”" et que la boule É" est visi- 
blement connexe par arcs, toute variété topologique est localement 
connexe par arcs. 

Donc, dans une variété topologique, les composantes connexes 
sont confondues avec les composantes connexes par arcs et sont des 
ensembles ouverts-fermés. (En particulier, toute composante connexe 
d'une variété est une variété.) 

On voit que les variétés connexes par arcs ne sont autres que les 
variétés connexes. Pour cette raison, le terme « connexe par arcs » 
est remplacé par « connexe » pour les variétés. 


* é 


Un chemin u: 1 +2 d’une variété différentiable Z est dit 
différentiable s'il est la restriction à 7 d’une application différentia- 
ble uv’: ]—e, 1 + el + ZT, où e > 0. (On rappelle que l'interval- 
le } — e, 1 + el est une variété différentiable.) Si l'application u” 
est partout différentiable à l’exception d’un nombre fini de points, 
le chemin « est dit différentiable par morceaux. 

Il est clair que si un ensemble ouvert UC Z est difféomorphe 
à un ensemble ouvert connexe de R" (par exemple à une boule), 
deux quelconques de ses points peuvent être reliés par un chemin 
différentiable dans U. On en déduit de toute évidence — puisque Z 
est compact — que deux points quelconques d'une variété différentiable 
connexe peuvent être reliés par un chemin différentiable par morceaux. 


Exercice 7. Montrer que deux points quelconques d'une variété différen- 
tiable connexe peuvent être reliés même par un chemin différentiable. 


+* à * 


Tous les exemples de variétés différentiables connexes de cette 
leçon satisfont au deuxième axiome de dénombrabilité. Il existe 
toutefois des variétés différentiables connexes qui ne satisfont pas 
à cet axiome. Tel est le cas de la longue demi-droite d'Alexandrov 
(cf. exercice 7 ci-dessus). Citons un exemple plus élémentaire n'uti- 
disant pas les ordinaux (cet exemple appartient à Kalabi et Rosen- 
icht). 
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Soit .Z le sous-ensemble de l’espace R$, composé des points (x, y,:2) 
pour lesquels ou bien x = 0, ou bien z = 0 (la réunion des plans 
de coordonnées Oyz et Oxy), et soit U,,a ER, le sous-ensemble de Z 
composé des points (x, y, z) pour lesquels ou bien x =£0, ou bien 
y = a (la réunion du plan Oxy privé de l’axe des ordonnées x = 0, 
et de la droite x = 0, y = a). Soit par ailleurs hk,: U,—+ R° une 


application de U, sur le plan R* muni des coordonnées (u,, w), 
définie par les formules 


y —a . 
si zÆ0 
Us, = T, “= L F ? 


z si z=0(. 


Cette application est visiblement hijective (la réciproque envoie le 
point (u,, va) E R° dans le point (u,, a + uvs, va) E U,), donc le 
couple (U,., h.) est une carte sur Z. Pour deux telles cartes (U,,h,) 
et (U,. h,). l'ensemble U, NU, est le plan Ozxy privé de l’axc des 
ordonnées x — 0, les ensembles k, (U, NU.) et h, (U, N Ü) 
représentent le plan R° privé de l'axe des ordonnées u = 0, et 
l'application 


hy oh ha (Ua NUS) hs (Us N Ur) 


est définie par les formules 


a—b 


Up=Ugs VE = Va + Us 


donc est R-analytique. Ceci exprime que les cartes (U,,k,),a ER, 
sont R-analytiquement compatibles et, par suite, définissent sur Z 
une structure de variété différentiable (de classe C°) à deux dimen- 
«ions. 

Exercice 8. Montrer que la variété différentiable construite est séparée, 
connexe et ne satisfait pas au deuxième axiome de dénombrabilité. 


12—0964 
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Il est évident que cet exemple peut facilement être généralisé 
à une plus grande dimension. De plus, si l’on remplace R par €, 
cette construction nous donne une variété connexe C-analytique 
à deux dimensions ne satisfaisant pas au deuxième axiome de dé- 
nombrabilité. 

Il est intéressant de noter que pour z = 1 cet exemple est impos- 
sible, car, comme l’a prouvé le mathématicien hongrois Rado, 
chaque courbe complexe (une variété connexe C-analytique séparée 
à une dimension) satisfait au deurième axiome de dénombrabilité. 

Remarque 2. La comparaison des définitions montre immédia- 
tement que les courbes complexes ne sont autres que lessurfa- 
ces riemanniennes abstraites de la théorie des 
fonctions d’une variable complexe. 
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Vecteurs tangents à une variété différentiable. — Dérivées de fonc- 
tions holomorphes. — Vecteurs tangents à des variétés C-analytiques. 
— Différentielle d’une application  différentiable. — Règle en 
chaîne. — Gradient d’une fonction différentiable. — Théorème des 
applications étales. — Théorème de changement des coordonnées 
locales. — Applications localement planes. 


Introduisons la notion de vecteur tangent à une variété diffé- 
rentiable Z. 

Pour comprendre comment on peut le faire, considérons ce cas 
particulier de la variété R" où la notion de vecteur est connue. 

Dans des coordonnées arbitraires zx!, ..., x" (éventuellement 
curvilignes) un vecteur a de l’espace affine R” est défini en chaque 
point p, de R° par nr nombres (a!,..., a") (un vecteur de l'espace 
vectoriel R"). Comment se transforment ces nombres lorsqu'on 
passe à d’autres coordonnées x!”, . .., x"? (Du cours d'algèbre li- 
néaire on connaît la réponse uniquement dans le cas où les nouvelles 
coordonnées s'expriment linéairement en fonction des anciennes; 
mais ici on s'intéresse à la transformation la plus générale des coor- 
données, définie par des fonctions différentiables arbitraires ri — 
= x (xl,...,zx"),i — 1,...,n.) Pour répondre à cette question 
considérons dans R”" une courbe différentiable quelconque 


z'=zi(t), i=1,...,n, 


passant pour { = t, par le point p, et présentant en ce point un 


vecteur tangent a, i.e. une courbe telle que aï — zi (t,) pour tout 
i — 1,...,n (on désigne la dérivation par rapport à { par un point). 
Dans les coordonnées z!”, ..., x"”, cette courbe sera définie par des 
fonctions zx’ (t) = x” (x! (t), ..., x" (t)), à = 1’,..., n°’, et le 
vecteur tangent (i.e. le mème vecteur a) aura pour composantes 
ai — x (t,). Mais d’après la règle de dérivation d'une fonction 
composée, 


pe (= 0, "(D 2 (y 


(comme toujours la sommation est  stendue à i), donc 


(1) = (+ Oxi —), si 


12* 
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’ i’ 
où ( T | = (). sont les valeurs des dérivées partielles 

; 
<< au point p, de coordonnées z1(46,), ..., x" (to). 

Soit maintenant Z une variété différentiable (de classe C”, 
r>>1) à n dimensions. Pour tout point p, de Z on désignera par A (p:) 
l’ensemble de toutes les cartes (U, h) de Z telles que p, € U (on dit 
que ces cartes sont centrées en p,). Le calcul que nous venons d’effec- 
tuer motive la définition suivante: 

Définition 1. On appelle vecteur tangent à la variété Z en un 
point p, une application 


(2) À : À (Po) — R° 


telle que pour des cartes arbitraires (U, hk) = (U, zx, ..., x") et 
(U',h') = (U", z!,..., zx") de A (p.) les vecteurs À (U, h) — 
= (at, ...,a")et À (U",h') = (a",...,a") de l'espace vecto- 
riel 8” sont reliés par la formule (1), i.e. par la formule 


Le ôh' 
(3) A(U", k)=(<+) AU. h), 
où ( + h est un opérateur linéaire dans R” de matrice Il a N] . 
Les composantes a!,...,a" du vecteur À (U,h) € R" s'appellent 


composantes du vecteur À dans la carte (U, h) (ou dans les coordonnées 
locales x', .. ., x"). Pour alléger les formules, on met généralement 
l'égalité A(U, h) = (a!,..., a") sous la forme suivante: 


A = (a!, ..., a") dans (U, h). 


Lorsque la carte (U, hk) est fixée, la mention « dans (U, hk) » est en 
principe omise. 

L'ensemble de tous les vecteurs tangents à la variété Z en p, 
se désigne par T,,27 et s'appelle espace tangent à la variété Z en p,. 
Cet ensemble est un espace vectoriel sur le corps R par rapport aux 
opérations linéaires définies par les formules 


(4 + B}(U,h) = A(U,.h) + B(U,h), (AA) (U, h) = A4 (U, h), 


où À, BET,. TZ, ÀER et (U, h) E À (p). [Les appartenances 
A <— BET,,T et AACÇT,,Z sont assurées par la linéarité des 
x ôh' 
opérateurs (F1 
Donc, par définition, si À = (a!,...,a")et B = (b!,..., b") 
dans (U, h), alors A + B= (at + bl, ..., a" + b") et AA — 
— (Aa!,...,Aa") dans (U,h). Donc, pour toute carte (U,h) la corres- 
pondance 


At A(U,R) 
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définit une application linéaire 

(4) T2 — R'. 

Il est aisé de voir que l'application (4) est un isomorphisme. En effet, 
si A(U,h) = 0, la formule (3) nous dit que A(U”,h') = 0 pour tou- 
te carte (U”,h') € A (po), i.e. À — 0. Ceci exprime que l’applica- 
tion (4) est un monomorphisme. D'autre part, en posant pour tout 
vecteur a = (al, ..., a") ER" et toute carte (U’, h’) € A (po) 


AQU, hy= (Ge), à 


0 


on obtient une application À : À (p5) +R" telle que À (U, h) = a. 
Donc, pour prouver que l'application (4) est un épimorphisme 
(donc un isomorphisme), il suffit de montrer que À € T,,Z7, i.e. que 


A(U”, = (5), AU", h') 


pour deux cartes quelconques (U”, h'}), (U",h”) € A (po). Mais par 
définition 


AQU", k9=(%) a et AU, )=(%) 
et d'après la règle de dérivation d’une fonction composée 
(E),- (+), (EE) 
1.e. (+ =), Fe). Donc, 
AU", k)= (5) a= (5), AU, #9. 0 


Donc, T,2 est un espace vectoriel de dimension n: 


Les vecteurs qui se transforment par l’isomorphisme (4) en la 
base canonique e,, ..., e, de l’espace R” sont désignés par 


Ê hs ee 


Ils forment une base de l’espace T,, 2’, les coordonnées d’un vecteur 
À ET,,Z dans cette base étant ses coordonnées dans la carte (U,h): 
si À = (al, ..., a") dans (U, h), alors 


(6) A= a! ( 


et réciproquement. 


mr.) 
ôzi De 
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Lorsque Z est l'espace R”, il existe parmi les isomorphismes (4) 
un qui est privilégié: c’est celui qui est associé à la carte (R", id) 
et qui permet d'identifier l'espace TR" à l’espace R”. Donc, 


(7) TR" == R” 


pour tout point p, ER”, ce qui est parfaitement en accord avec le 
début de l'exposé. 

Puisque pour tout point p, d’une sous-variété ouverte U d’une 
variété Z l'espace T,,U s'identifie de façon naturelle à T,,2 : 


TU — T7 ; 
on obtient en particulier 
(8) TU =R" 


pour tout point p, EU d'un ensemble ouvert quelconque U de R”. 

On se servira en permanence de ces identifications sans le spéci- 
fier expressément à chaque fois. 

De façon plus générale, si Z est un espace vectoriel 7° (ou un 
ensemble ouvert dans 7 ), parmi les isomorphismes (4) il en existe 
qui sont associés aux cartes de la forme (7, k), où À est un isomor- 
phisme de coordonnées 7° —R" associé à une base e,, ..., e, 
dans 7°. Puisque pour deux tels isomorphismes h et h” l’opérateur 


’ 


linéaire (+). Po € 7, est visiblement confondu avec l'opérateur 


k" ch”? (et en particulier ne dépend pas de p,), le composé T,,2 — 7° 
de l’isomorphisme (4) associé à la carte (7°, hk) et de l’isomorphisme 
h-1:R" +7 est le même pour tous les hk. Donc, T,,7 s’identifie 
de façon naturelle à T°: 


T,,7 ==7 pour tout p,€7. 


On remarquera que, dans cette identification, à la base (5) est 
associée la base e,, . . ., e,. 

Si Z est un espace affine #, pour tout point p, € # l’espace 
tangent T,,.4 s'identifie de façon naturelle à l’espace vectoriel 7° 
auquel # est attaché (donc, T,,# est de nouveau le même pour 
tous les p,). Du reste, il est commode d'introduire une dépendance 
forcée par rapport à p, et d'identifier T, ,# à l’espace 4 dans lequel p, 
sera pris pour origine, autrement dit admettre que p, est l’origine 
de tous les vecteurs de T,,#. 

Lorsque Z est une surface élémentaire dans l’espace affine #, 
l'espace tangent T,,Z s'identifie de façon naturelle à l'espace tangent 
de la leçon 3 (qui est un sous-espace de l’espace 7”). Plus exacte- 
ment, si u, v sont des coordonnées locales sur Z correspondant 
à une paramétrisation r—r(u, v) de la surface 2, les vecteurs 
Ô 


de base correspondants (=), , (= 


). de l’espace T,,.? s'iden- 
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tifient aux vecteurs r., et r.. de l'espace 7 '. Puisque lors du 


L Le) 
changement de coordonnées les vecteurs (+) , (+ 
Po 
forment d'après les mêmes formules que les vecteurs r,, et r.., 
cette identification de l’espace T,,72 au sous-espace de l'espace 


7° est indépendante du choix de la paramétrisation r—r(u, v). 
+. 


se trans- 
Pe 


La notion d'espace tangent s'étend immédiatement aux varié- 
tés C-analytiques (cf. leçon 11). Pour réaliser cette extension de 
façon élégante, nous aurons besoin de quelques notations d'analyse 
complexe que nous rappellerons en premier lieu. 


Pour une fonction complexe w (z) = u (x, y) + iv (r, y) de la variable 
complexe 2: = r +iy, on nu). 


ôw 1 dw : _ 1 , . { dv du 
(9) = ( tr + [(S (= “oz Ÿ ôy ne) }+i (=) 
et 
dw 1 | v ..{ dv ôu 
sr (tes (se) (ST: 
[Ces notations sont justifiées par la formule 
dw dw 
dw=—— di dz, 


où dz = dr + i dy et dz = dr — i dy.] 
Les équations de Cauchy-Riemann 
ôu dv dv … ou 
0x  4y °° Ôôzr dy? 
qui caractérisent Îles fonctions holomorphes se représentent maintenant par une 
seule égalité 
dw 


0z 
[Les fonctions holomorphes peuvent donc être traitées comme des fonctions 
« indépendantes de z »! Pour cette raison, les fonctions de : s'écrivent parfois 
sous la forme w = w (:, =), et la notation w = w (z) n'est utilisée que pour les 
fonctions holomorphes.]| 
On remarquera que, si une fonction w = w (z) est holomurphe, les équations 
de Cauchy-Riemann nous donnent 


Ow ou dv 
Hd l'O ? 


1.e. la dérivée d'une fonction holomorphe w=w(z) est confondue avec la 


dérivée ordinaire _. De façon analogue, 


du 1 ôw 
02 à y ° 
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11 s'ensuit que pour toutes fonctions holomorphes w = w (z) et & = & (w), 
la formule 
oO _ di du 6€ dv 


Ôz Ôôu ôÔx dv 0x 


de dérivation de la fonction composée à = & (w (:)) peut être mise sous la forme 
suivante: 


Ceci exprime que Les dérivées (9) des fonctions holomorphes sont justiciables de la 
règle de dérivation d'une fonction composée. 


eee . 0w dw | 
Les dérivées partielles F1 et FR 1<j<n, d'une fonction complexe 
z a 
w(z)=w(zl, ..., :") de n variables complexes se définissent de façon analo- 
gue, et une fonction w est holomorphe si et seulement si 


2 0, ..., 20, 
1 ôz" 
Chaque application w : U —+ Cm, où UC", est définie par m fonctions 
complexes 
(10) wl=wl(z), ..., wWM=wmMm(z), z2=4(:, ..., :M)ÇQU, 


de n variables complexes 21, .... z" définies sur U. En identifiant C7 à R7— 
= R7 6 KR? à l'aide de la correspondance 


z= (2, 2) (2, .., 27, gl, ..., yn)= (x, y). 
et Cm à RiM—=RM GS RM à l'aide de la correspondance 


w= (wi, ..., wm) > (ul, ..., um, vil, ..., vMm)=(u, v), 


zi—Rez!l, ...,z"—Rezt, ul—kRewt!, ..., um = Rew”, 
yi=Imzt, ...,y"=Imzt, vl=Imuwi, ..., unm=]Imun, 


on peut traiter w comme une application de U & R°" dans K23", définie par 
2m fonctions réelles 


ui= ui(x, y}, W—=uvi(x, y}, 1<j<n. 


Si cette application est différentiable, sa matrice jacobienne (la matrice des dé- 
rivées partielles) est de la forme 


du 
0x dy 
ow à |” 
0x Ôy 
où 
du Oui ou ôui à ôvi dv dvi 
x || 6x ||’ =| ôy* &= ëz* ||’ = oy* 
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Donc, 
dm [En Me À 
0x Ôy 2 2 0Z Oz je Em || 
Ov | |En _En| | 9w| Em —Enl 
ôx dy 2 2 dz Ôz 


où E, et E, sont les matrices unités d'ordre # et m respectivement et 
wi ôw __|| dv 
dzÀ zh 


OwW 
= 


87 
Lorsque l'application w est holomorphe (i.e. les fonctions (10) sont holomorphes, 
et donc _ = 0), il en résulte que 


du ôu En En ôw 
un Ué wUUR 2 | ° ler 
ôv ov _ En En ôw | — Em |. 
x a à | N° “#7 


Pour n = m, il s'ensuit en particulier que Le jacobien D, de l'application holo- 
morphe w: U —+ ©" s'erprime par la formule 


ôw [2 
Du=| 
et donc est > 0. 
D'autre part, puisque 
£E E 
| E | 2 2 || _ | E 0 
E —iE| | £ _E || |0 El 

2i 2i 

il s'ensuit aussi que (pour tous x et m) les matrices 
2 Ôw 
ÔZ  9z 
LA 
dz ôz 


des applications se multiplient lors de la composition de ces applications (car 
ceci est valable pour les matrices jacobiennes). 
On en déduit que la composition d'applications holomorphes multiplie leurs 


matrices —=—: si wk=1wk (z) et Ll—£l(w), alors 


O$t __ Ot  Gwk 
65 ôw* ôs | 
On voit donc que les dérivées (9) de fonctions holomorphes sont justiciables des 


mêmes règles formelles que les dérivées partielles ordinaires des fonctions réelles 
différentiables. 
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Supposons maintenant que Z est une variété C-analytique et 
soit po € Z. Soit par ailleurs A (p,) l’ensemble des cartes com- 
plexes (U,h) de la variété 2 telles que p, € U. Par définition, pour 
toutes cartes (U,h) = (U,21,...,z"), (U",h') = (U',2",...,27") 
de A (Po), l'application h’ ch! est définie par des fonctions holo- 
morphes 


412) 2!"=2t"(z), ..., 2 =22"(z), où z=(2,...,2z"). 
Soit +), un opérateur linéaire dans C” de matrice 
CRIER 
Ôz é 0 | ' 


! ôsT res. 07 
(=) sont les valeurs prises par les dérivées —— des 
022 0 92) 
fonctions (12) au point p,. Par analogie avec la définition 1, on 
appellera vecteur tangent à la variété Z au point p, une applica- 
tion 


(13) C: A(po) +C" 
telle que pour toutes cartes (U, k) et (U’,h') de A (po) 
(14) CU’, n)=( 5) CU, h. 


Ces vecteurs forment un espace vectoriel T,, 2 sur le corps € de 
dimension r = dimeç Ÿ’, et de plus pour toute carte (U,h) de A (Po) 


l'application 
(15) TTC", C—C(U,h), 


est un isomorphisme. Les vecteurs se transformant par l’isomor- 
phisme (15) en la base canonique de C” sont désignés par 


Ils forment une base de l'espace T,,2 qui est telle que l'égalité 


yes n\ 2... ’ __ j{ 9 
C(U,h)=(ct, ...,c") équivaut à l'égalité C=c (= }.- 

Il est intéressant de comparer l’espace complexe à n dimensions 
T,,Z avec l’espace réel T,,ZR à 2n dimensions, où ZA est le 
décomplexifié de la variété Z (cf. leçon 11). 

Pour toute carte complexe (U, h), désignons par h£& l'applica- 
tion h traitée comme une application dans R°", et par A (Po)r 


l'ensemble des cartes de la forme (U, hR), où (U, h) € A (Po). Par 
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définition, l’ensemble A (p.)X est un sous-ensemble de l’ensemble 
AR (Po) des cartes de la variété Z’k au point p,, et de plus, bien 
que A (Po) Ar (Po), la restriction des applications A: (p5) + 
— R°* à A(p)r permet de toute évidence d'identifier chaque 
vecteur tangent AR(po) —> R°" à la variété Z£k en py aux appli- 
cations 


(46) A: A (Po)r —+ R2" 


vérifiant pour toutes cartes (U, hk) et (U”, h’) de A (p,) la relation 
‘he 
(17) A(U”, hp) = (5) AU, hg). 
R /0 


D'autre part, chaque vecteur tangent (13) à la variété Z en p, sera 
traité en vertu de l'identification C” = R?* comme une applica- 
tion CR: À (Po)r — R°". Ceci étant, pour toutes cartes (U, h) et 
(U', h') de A (po), on aura 


pe oh" \K 
(18) CRU’, hn)= (5), CRU, h), 
.R ’ 
Ÿ (+ 1h est l'opérateur (5), traité comme un opérateur 
dans R°7. 


Mais il est clair que, si un opérateur linéaire dans (" est défini 
(dans la base canonique) par une matrice C = À + iB, ce même 
opérateur traité comme un opérateur dans R°" sera défini par la 


matrice 
A — à 
B A| 


Puisque la matrice de l'opérateur (+), est la matrice 


= (+ (&), 
il s'ensuit que l’opérateur ESX est défini par la matrice 
(ho —(&), 


Eh (&) 


9 
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qui, en vertu des équations de Cauchy-Riemann, est confondue 


avec la matrice 
Ch (Sr) 


Ch Cr 
Oh; 


=) . Ceci montre que 
0 


ES 
ôh" \R [PR 
(Gr) 0 (à), | 
donc, la formule (18) est confondue avec la formule (17) (pour À — 


— CR). Par conséquent, C£ est un vecteur tangent à la variété TR 
en 


de l'opérateur ( 


Po- 
L'application 
T,Z — TZR: C + CR: 


est visiblement bijective et préserve les sommes et les produits 
par des réels. En d’autres termes, c’est un isomorphisme de l'espa- 
ce T,,7, traité en raison de l'inclusion R € € comme un espace 
vectoriel sur le corps R, sur l’espace T,,ZR. En désignant cet espa- 
ce sur le corpsR par (T,,Z)r.0r obtient par conséquent l'identifica- 
tion naturelle 


(19) (TT )r = Th TR: 
En ce sens les variétés Z et TZR possèdent les mêmes vecteurs 
tangents. 

La base 


rh (57), 


de l’espace T,,Z7 associée à la carte (U, h) de A (p.) engendre 
visiblement la base 


Go) (ar). (are (ax) (or), 
de l’espace (T,2,)r, où J est un opérateur de structure complexe 


(la multiplication par i). Il est aisé de voir qu’en vertu de l'identifi- 
cation (19), la base (20) est confondue avec la base 


he (æhe (roc (Gr), 


de l'espace T,,TR correspondant à lacarte (U, hp). 
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Dans la suite nous n’étudierons plus les variétés C-analytiques. 
L'extension — si elle est possible — des résultats prouvés pour les 
variétés différentiables aux variétés C-analytiques sera ainsi laissée 
à l'entière initiative du lecteur. 


+ + #& 


Soient Z et % deux variétés différentiables (de dimensions 
respectives z et m) et soit f:2Z2 —+ % une application différentiable 
quelconque. 

Soient par ailleurs p un point arbitraire de Z, qg = f (p) son 
image dans % par f, et 

(U,h)= (VU, xt, ...,z") et (V, k) = (V, y!, ..., y”) 


des cartes de Z et # respectivement, telles que p € U et fUC Y. 
On sait alors (cf. leçon 7) que l'application f se représente dans 
les cartes (U, hk) et (V, 4) par des formules de la forme 


y =fi(x,...,zx"), j=1,...,m, 


où f? sont des fonctions différentiables. 
La (nr X m)-matrice 


(21) TESRE i= 1, cs PR, j=1À, ..., M, 


dont les éléments sont les valeurs (TE) des dérivées partielles 


au point p (i.e. ‘plus exactement au point hk(p)}ER"), s'appelle 
matrice jacobienne de l’application f dans les cartes (U, hk) et (V, k). 
Cette matrice définit une ‘application linéaire de R" dans R" 


associant au vecteur (al, ..., a") ER" le vecteur (b!, ... b") 
de R”, où | 

. ôfi i . 
(22) bi— (TT), al, j—1,..., m. 


Les isomorphismes de coordonnées À -+A (U,h)et Ar-+A (V,k) 
permettent d'interpréter cette application comme une application 
linéaire de T,7 dans T,Y. 

Définition 2. L'application de T,Z dans T,Ÿ qui vient d’être 
construite s'appelle différentielle de l'application différentiable f en p. 
On la désignera par (df)» ou simplement par df». 

Cette construction a été effectuée à la leçon 3 pour les surfaces 
élémentaires. 

Donc, si À = (a!,...,a") dans la carte (U, # alors df, (4) — 

= (b!,...,b") dans la carte (V, k), où b?, j = 1,..., m, sont les 
nombres (22). Dans le langage de l'algèbre linéaire cela signifie que 
l'application df, n'est autre que l'application linéaire T,T + T,Y 
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qui possède la matrice (21) dans les bases 


F) ô 6) ÿ) 
Gr), (or), € (re ee (re 

11 faut bien sûr s'assurer que cette définition est intrin- 
sèque, i.e. que l'application df, est indépendante du choix des 
cartes (U, h) et (V, k). 

Soient (U”’,h") = (U”, rl ,...,æ")et(V’,k') = (V',yt. y") 
d'autres cartes des variétés Z et , telles que p € ÜU” et q € y’, et. 
soit d’f» l'application df, construite à l'aide de ces cartes. Dans 


ce cas, si À = (a! ,..., a") dans (U”", h'}), alors d'f, (4) = 
1° mn’ L af 1” of? 
= (b!,..., b""), où b! =(T 5) a'” et (5) sont les valeurs 
ôz' p 
en p des dérivées partielles des fonctions f par rapport 


à z'’ exprimant l'application f dans les cartes (U”, h’) et (V”, k'). 
Soient par ailleurs 


z' — x! (x!’, ... z") et y” — yi (y, ..., y") 
les expressions des coordonnées locales zi et y/’ en “fonction des 


coordonnées x‘ et y?. 
Pour alléger les formules on posera 


x — (x, ...,z") (resp. x' — (x! ,..., x"), 
y=(u, ..., y") (resp. y = (y, ..., y*)). 


On écrira donc zi(x') pour z'(r',..., x et x (x’) pour 


(zx! (x), . .., x" (x°)). 


Dans ces notations, les fonctions f? et f/” seront reliées par la 


formule 
(x) = y" (x (x))), 


d’où il résulte en vertu de la règle de dérivation d’une fonction 
composée que 


CSA SREDRESR 


Puisque 


il s'ensuit 


D md) et (A) (SE), (EE) 
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i.e. les nombres b’’ et b? sont les coordonnées (dans les cartes (V”, ’) 
et (V, k)) d’un même vecteur tangent. Donc, d’ dr (A) = df, (4) pour 
tout vecteur À € T,Z et, par suite, d'f, — 

Comparer avec les raisonnements 1 nolog es de la leçon 3. 

On remarquera que l'application d/, dépend uniquement du com- 
portement local de l'application f dans un voisinage du point p, 
i.e. si pour des applications f, g: À — ‘y il existe un voisinage U du 
point p tel que f = g sur U, alors df, = dg,. 

Lorsque Z et + sont des sous-variétés ouvertes des espaces R'" 
et R" (donc, les espaces T,Z et T,# s'identifient naturellement 
à ces espaces), l’application df, : T,2 — T,# est confondue de toute 
évidence avec la partie principale linéaire (R"— R") de l'appli- 
cation f (i.e. est sa différentielle au sens de l'analyse élémentaire). 


+ + 


Soient f:2 — % et g:Y— S des applications différentiables. 
S(U,h) = (U,z!,...,zx"), (V,4) = (V,y',..., y")et (W, D — 
= (W, zl,...,z") sont des cartes des variétés É “ et 5, telles 
que fUC Vet gV = W,etsi y = f (x) et z — g (y) sont les fonctions 
définissant dans ces cartes les applications f et g (on se sert des nota- 
tions introduites ci-dessus), l'application différentiable g cf: 2 + 
— £ sera visiblement définie dans les cartes (U, h) et (W, !) par la 
fonction z — g (f (x)). Donc, en vertu de la formule de dérivation 
d’une fonction composée, pour tout point p € Ü on aura les égalités 


(Æ),= (ES) (2%). q={(p), 


qui expriment que l'application linéaire d (g ° f), est la composée 
des applications linéaires df, et dg,: 


(23) d'(go f}p=d£ga © dfn. 
Cette formule s'appelle règle en chaîne. 


S +5 


Les cas où % — R et m — n présentent un intérêt spécial. 

Lorsque # — R (donc, l'application f est une fonction diffé- 
rentiable sur 7°), la différentielle df, s'appelle généralement gradient 
de la fonction f. 

En vertu de l'identification (7), le gradient est une application 
linéaire T,2 —+ R, i.e. un covecteur de l'espace T,27 (un vecteur 
de l'espace dual T;?, qui à propos s’appelle généralement espace 
cotangent à la variété x au point p). Par définition, sur tout vecteur 
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A ET,Z le covecteur df, prend la valeur 
24  (A)= (ai 
(24) dir (4)= (5), ef. 


Cette valeur s'appelle dérivée de la fonction f suivant le vecteur À et 
se désigne par Af. Donc, 


Af = dfp (4) 
et 


Af = (7 TL) at si A=(ai,...,a") dans (U, x!, ...,z"). 


En particulier, (5), = (5% 


explique le choix des notations pour les vecteurs de la base (5). 
La formule (24) exprime que dans la base de l'espace T5 27 
duale de la base (5) de l’espace T.Z2, le covecteur df, a pour 


0f 
coordonnées (2 Zi L).. ... ). Donc, primo, cette base est 
composée des covecteurs 


} pour tout i=1Â, .... n, ce qui 


4 ñn 
di}; CRE | dx; 


(il est clair que le covecteur d/f, est défini aussi pour les fonctions f 
définies seulement dans un voisinage du point p) et, secundo, 


df= (2), dr! +. +(5), dzp= (2) de. 


Remarque 1. Attirons l'attention sur le fait que le gradient est 
un cpvecteur. En analyse, l’interprétation du gradient d’une fonction 
différentiable sur R* comme un vecteur (cf. leçon 24 plus bas) est 
le résultat d'une identification tacite des vecteurs et covecteurs au 
moven de la structure euclidienne standard sur R”. 


+ + * 


Supposons maintenant que 7 = m. 

Définition 3. On dit qu'une application différentiable f : 2 — 
de variétés de même dimension est étale en un point p € Z (ouest un 
difféomorphisme local) si elle applique difféomorphiquement un voisi- 
nage Ü de p sur un voisinage V — fU du point q = f (p). 

I] est évident que tout difféomorphisme de Z sur % sera une 
application étale (en tout point p ET). Réciproquement, d’après 
le théorème de différentiabilité de la fonction réciproque, toute 
application bijective étale f: À — % est un difféomorphisme, et de plus, 
comme le montrent des calculs simples (cf. remarque 1 de la leçon 6), 
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la condition de bijectivité est généralement nécessaire (i.e. elle ne 
résulte pas de l’étalement). . 

De la formule (12) (appliquée au difféomorphisme f|u:U— V 
et au difféomorphisme réciproque g:V—+ Ü) il s'ensuit immédiate- 
ment (puisque la différentielle de l'application identique est de toute 
évidence l'application identique) que a différentielle df, :T ,? — 
— T,Y d'une application f: 2 — % étale en un point p est un isomor- 
phisme (une application linéaire inversible). Il s'avère que récipro- 
quement, si la différentielle df,:T,2— TT, d'une application 
différentiable f: T —+ Y en un point p EL est un isomorphisme, l'appli- 
cation f est étale en p. En effet, affirmer que l'application df, est 
un isomorphisme revient à affirmer que le déterminant de la matri- 
ce (9) est non nul (pour des cartes (VU, h) et (V, k) données et p € UV, 
fUc V). Ce déterminant n'étant autre que le jacobien Do de l'appli- 
cation différentiable @ = kofoh”"l:h(U)—+f(V), on en déduit 
en vertu du théorème de l'application réciproque (cf. leçon 6) que 
l'application œ est un difféomorphisme sur un voisinage W° du point 
h (p) ER(U) dans hk(U). Donc, l'application f sera un difféomor- 
phisme sur le voisinage U’ — h-1W" du point p dans Z, donc sera 
étale en p. O 

Nous avons ainsi prouvé la proposition suivante connue sous le 
nom de théorème des applications étales : 

Proposition 1. Une application différentiablef : Z' —+ % est étale 
en un point p € Z si et seulement si sa différentielle 


dfp3Tp? + To) g=f(p)}, 


est un isomorphisme. [ 

Si une application f:%—>% étale en un point est un dif- 
féomorphisme sur le support U d’une carte (U, h), alors le couple 
(V,k) = (fU,ho (f lu)”!) sera de toute évidence une carte dans 4. 
Ceci étant, l'application @ : k (U)—+ k (V) associée à f sera l'applica- 
tion identique, i.e. dans les coordonnées locales correspondantes 
zl,...,z"ety!l,...,y" l'application j sera définie par les formules 


(25) yi=z, i—=1,...,n. 


Donc, si une application f:T + Y est étale en un point p EX, 
il existe alors dans les variétés Z et y des coordonnées locales x!,...,zx" 
ety!,...,y" dans lesquelles l'application f s'exprime par les formules 
(25) (i.e. est une application d'égalisation des coordonnées). 


+ + * 


La proposition 1 n’est en fait qu’une autre formulation du 
théorème de l'application réciproque. Il est intéressant de noter que 
le dernier théorème admet une autre incarnation d'un principe 
différent. 
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Soit (U,h) = (U,zx!,...,zx") une carte d’une variété différen- 
tiable 2, centrée en un point p, € Z (i.e. telle que p, € U), et soient 


(26) xt =æaxt(st, ...,x"), à =1", ..., nr, 


des fonctions différentiables définies dans un voisinage VU’ € U du 
point Do- 

On rappelle (cf. leçon 6) que le symbole z'’ de la formule (26) 
a un double sens : à gauche il désigne une fonction sur U”, à droite, 
une fonction sur un voisinage hk (U”) du point x, = k (p,) dans 
l'espace R”". De ce fait, le jacobien 


0x? 
(27) det Gui 


i= 1, . ee. UF 


des fonctions (26) sera aussi traité soit comme une fonction sur U, 
soit comme une fonction sur » (U'). Celui des deux sens dans lequel 
il est compris ressortira à chaque fois du contexte. 

Si les fonctions (26) sont des coordonnées locales dans le voisina- 
ge U”, le jacobien (27)est différent de 0 en chaque point de U’ et en 
particulier en p,. La réciproque peut être énoncée sous la forme 
suivante: 

Proposition 2. Si le jacobien (27) est différent de Ô au point p,, 
les fonctions (26) seront des coordonnées locales dans un voisinage 
U" U” de po. 

Démonstration. Les fonctions (26) traitées comme des 
fonctions sur l’ensemble ouvert k (U”) de l’espace R” définissent une 
application @ de l’ensemble h (U’) dans R”. Si leur jacobien (27) 
est différent de O au point x, — À (p,) de cet ensemble, il existe 
d’après le théorème de l’application réciproque un voisinage V” de x, 
(contenu dans l’ensemble ouvert k (U')) sur lequel l'application 
est un difféomorphisme sur un ensemble ouvert de R”. Le couple 
(U”, h°), où 


U= REV. h°= (plye)° (klu-); 


sera alors une carte de Z liée à la carte (U, h) par les fonctions de 
passage (26). Donc, les fonctions (26), traitées comme des fonctions 
sur U”, seront les coordonnées locales correspondant à l'application 
de coordonnées k”. [] 

La proposition 2 est connue sous le nom de théorème de 
changement des coordonnées locales. 


Revenons maintenant à une application différentiable quelcon- 
que f: TZ + %, où dim.Ÿ — nr et dim % — m. 

Définition 4. On appelle rang d’une application différentiable 
jf: LT Yen un point p EE? le rang r de l'application linéaire 
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dfp:TpT—+T)Y, q = f (p), i.e. le rang de la matrice de Jaco- 
bi (21) de l'application f au point p. 
I1 est clair que 


0Sr< min (nr, m). 


Le rang d'une matrice ne pouvant qu’augmenter par une faible 
variation de ses éléments, le rang de l'application f en un point 
arbitraire d’un voisinage assez petit du point p sera supérieur à son 
rang au point p,. Mais il peut très bien être strictement supérieur. 

Définition 5. On dit qu'une application f: Z — % est localement 
plane en un point p € Z s’il existe un voisinage U de p sur lequel le 
rang de l'application f est constant (est égal au rang r en p). 

Proposition 3. Si une application f : À —+ Y est localement plane 
en un point p E ©, il existe dans les variétés Z et Y des cartes 
(U, xl, ..., z') et (V, y', ..., y") telles que p EU, fUC V,et 
l'application f s'exprime dans les coordonnées locales x!, ..., x" et 
y, ..., y" par les formules 


. Ï si j=1, ……. 
(28) = | x s! J ’ 1 
Si j=r+i, ..., m. 
On remarquera que les coordonnées z7*1, ..., x" ne figurent pas 
dans les formules (28.) 

De façon suggestive, la proposition 3 affirme qu'au voisinage 
d'un point p une application localement plane en p est construite 
comme Ja projection R"—+®8R"€ R" suivant les 7 —r derniers 
axes de coordonnées sur le sous-espace R'& R" des points dont 
les m — r dernières coordonnées sont nulles. 

La proposition 3 sera prouvée à la prochaine leçon. 


13° 
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Démonstration du théorème des applications localement planes. — 
Immersion et submersion. — Sous-variétés d’une variété différentia- 
ble. — Sous-espace tangent à une sous-variété. — Définition locale 
d’une sous-variété. — Unicité de la structure d’une sous-variété. 
— Cas des sous-variétés plongées. — Théorème de l’image réciproque 
d’une valeur régulière. — Solutions de systèmes d’équations. — Le 
groupe SL (n) traité comme une sous-variété. 


Prouvons la proposition 3 de la leçon précédente. 
Soient tout d’abord sur des variétés 2 et % des cartes 


(U,h) = (U, 21,..., zx") et (V, k) = (V, y!,..., y") 
telles que p E U et fUC V, et supposons que l'application f s'ex- 
prime dans ces cartes par les formules 
y =ff(z, ...,z"), j—=1,...,m. 
Par hypothèse, la matrice rectangulaire composée des éléments 


(2) est de rang r. Quitte à renuméroter les coordonnées, on 
z P 
peut, sans perdre en généralité, admettre que le mineur 


(1) det|( 2), 


est différent de (©. 
Sans perdre ceci de vue, considérons dans un voisinage U d’un 
point p des fonctions x!”, ..., x" définies par la formule 


’ d, j=1, ..., T, 


, f'(z!,...,z") sii=1, ...,r, 
(2) = x! si i=r+iÂ, ...,n. 
Oz?" 


est visiblement égal au déterminant (1), 


Le jacobien det 


donc est différent de 0. Par conséquent, en vertu de la proposition 2 
de la leçon 12, les fonctions (2) sont des coordonnées locales dans un 
voisinage U” de p. 

En prenant maintenant le voisinage U” pour U, et les coordon- 


nées z!°,...,z"" pour z!,...,zx", on obtient des cartes (U/, h) et 
(V, k) dans lesquelles l'application f est exprimée par les formules 
x? si j—=1, ...,r, 
(3) y =| ; { n ee 
f(x, ...,z") si j=r+i, ..., nr 
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Donc, dans ces cartes, la matrice de Jacobi de l'application f s'écrit 
1  ... 0 0 ... 0 


0 .… 1 0 .…… 0 
afr+i ofr*1 gfrti gfr+1 
GE Oxr*tl ‘°° ox" 
fm Ë} Lu ET Lu fm 
af Oz" ôzr*1 oz" 


Le rang de cette matrice étant par hypothèse égal à r non seule- 
ment en p mais aussi dans un voisinage de p (qui sans perte de 
généralité peut être supposé confondu avec U), les dérivées 


gfr*1 gfr*1 
dxrti 9 °° °9  Qzn ? 
af af 


sont identiquement nulles dans U. Puisque de toute évidence on peut 
admettre que le voisinage U est connexe, on en déduit que dans U 
(ou plus exactement dans k (U)) les fonctions f'*!, ..., f” ne 
dépendent pas de z’7*1, ...,z"),i.e. leurs valeurs en tout point 
(xl, ..., 37, ..., x") Eh (U) peuvent être écrites sous la forme 


FU... r).., ff"... æ) 


En d'autres termes, ces fonctions peuvent être traitées comme des 
fonctions sur l’ensemble prh (VU) R' des points (xz!,...,z") deR” 
tels que (z!,...,zx",z2"#1,...,zx") Eh (U) au moins pour un choix 
des nombres z'*l,...,zx" (géométriquement, l’ensemble pr k(U)c R” 
n'est autre que la projection de l’ensemble k (VU) R" sur le sous- 
espace R7 € R”). 

D'autre part, des formules (3) il résulte immédiatement que la 
projection pr k (V)c R’ de l’ensemble 4 (V)a R”, qui est définie 
de façon analogue, contient l’ensemble pr k (U). Donc, sur un voisi- 
page du point g—f(p) (plus exactement sur le voisinage 
k”1((pr k(U)) X R7-")) sont définies les fonctions 


FI Ay, co, UT), cos Ty, ..., y). 
Posons 


y —f}(yt, ...,y") si j=r+1,..., m. 
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Puisque 
1 0 0. 0 
ôy? … 0 1 O . 0 : 
set] ET | 1... OÙ 
D... 
0 . 1 


où le signe ? représente des éléments sans intérêt pour nous, la pro- 
position 2 de la leçon 12 nous dit que les fonctions y!",..., y"” sont 
des coordonnées locales sur un voisinage V” du point g. Ceci étant, 
dans les cartes (U, z!,...,zx") et (V', y!",..., y"’) l'application f 
sera définie par les formules 


r=| xi si i=1, ...,r, 
p— 0 si j=r+1, .. M. 


Pour achever la démonstration, il reste à désigner V”’ par V, et 
yi,..., y" par yl,...,y". D 


S + + 


Définition 1. Une application différentiable f:2— %, où Z 
et % sont des variétés différentiables de dimension respective » et m, 
est une immersion en un point p de Z si son rang est égal à n en ce 
point (ce qui bien sûr n’est possible que pour ñn< m), i.e. si l'appli- 
cation 


(4) dfp:TnZ + ToY, g=f(p)} 


est un monomorphisme. 

De façon analogue, une application f : Z —+ % est une submersion 
en un point p de Z si son rang est égal à m en ce point (donc, n > m), 
i.e. si l'application (4) est un épimorphisme. 

Donc, une application f est une immersion ou une submersion si 
son rang prend sa valeur maximale (pour x et m donnés). Pour cette 
raison, l’immersion et la submersion sont appelées applications de 
rang mazimal. 

En vertu de la proposition 1 de la leçon 12, une application est 
simultanément une immersion et une submersion (pour r = m) si 
et seulement si elle est étale. 

Une application f:2 — % qui est une immersion (resp. submer- 
sion) en chaque point p de Z s'appelle simplement immersion (resp. 
submersion). 

11 est clair qu'étant des applications de rang maximal la sub- 
mersion et l'immersion sont localement planes en p. Donc, en vertu 
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pe la proposition 3 de la leçon 7, pour toute submersion f : T'Y en 
un point p de Ÿ il existe des cartes (U,z!,...,z")et (V,y',...,y") 
sur les variétés Z et Y, telles que p E U, fUC V, et l'application f se 
représente par rapport aux coordonnées locales z!,...,z2"ety',...,y" 
par les formules 


(5) y =... y = 2, 


De façon imagée, cela signifie que dans les coordonnées correspon- 
dantes toute submersion est une projection locale R°— R” asso- 
ciant à un point (x!,...,z",...,z") de R” le point (z!,...,z") 
de R”. 

Pour l'immersion on intervertira les notations et on admettra 
que f est une application de % dans Z. Alors pour toute immersion 
f:Y— À en unpoint q E Y il existe des cartes (V, y', ..., y") et 
(U, z!,..., x") sur les variétés Y et À’, telles que gE V,fVE U, et 
l'application f se représente par rapport aux coordonnées locales 
yl,...,y"etz!l,...,zx" par les formules 


(6) = yl,..., 2 = y", 21=0,...,z" = 0. 


De façon suggestive, ceci exprime que dans les coordonnées cor- 
respondantes toute immersion est une injection locale de R” dans R" 


associant à un point (y!, ...,y")ER" Je point (y!, ..., y” 
0,..., O) ER". 


Définition 2. On dit qu'une variété différentiable % est une sous- 
variété d'une variété différentiable Z si elle est contenue dans Z et 
si l'injection 


(7) uY— Z, L(p) = p, 


est une immersion en tout point p de Z (et en particulier est une 
application différentiable). 


Vu que 3€ À, sur % est définie une topologie j#/3 induite 
par la topologie T 4 de Z. D'une façon générale (cf. plus bas), cette 
topologie est différente de la topologie Ta de 4. On peut 
seulement affirmer que T3 Ta (cette inclusion équivaut à la 
continuité de l'application L). 

Définition 3. Lorsque &t est un homéomorphisme sur son image 
(ie. si Tyyr — Ty), la variété Z s'appelle sous-variété| plongée. 
Dans le cas contraire, % s'appelle sous-variété immergée. (Du reste, le 
dernier terme est aussi utilisé comme synonyme du terme « sous- 
variété » quand il s’agit de souligner que la sous-variété % n’est 
généralement pas plongée.) 
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L'immersion (1) est de toute évidence une application injective. 
Réciproquement, soit f : Y— 2 une immersion qui est une applica- 
tion injective, et soit f = re f' sa représentation par la composi- 
tion d'une application bijective ff: Y%—/f(Y) et de l'injection 
t:f (3) TZ. L'application f’ étant bijective, on peut grâce à elle 
transporter la structure différentiable de ‘ sur ’ — f (%). Alors %’ 
sera une variété différentiable, f’ un difféomorphisme et L — 
— fo (f')"! une immersion (en tant que composée d'une immersion et 
d'un difféomorphisme), i.e. ‘y’ sera une sous-variété de Z. 

Donc, les sous-variétés de Z sont les images dans Z d’immersions 
arbitraires Yy— À qui sont des applications injectives. Ceci étant, 
les sous-variétés plongées sont les images des immersions qui sont 
des monéomorphismes (i.e. des homéomorphismes sur leurs images). 

Comme exemples de sous-variétés plongées citons les arcs régu- 
liers simples et les surfaces élémentaires. Les immersions corres- 
pondantes sont les paramétrisations. Ceci étant, la condition de 
régularité des paramétrisations exprime que la paramétrisation 
est une immersion. 


+ + + 


Puisque pour toute sous-variété % € Z l'injection (7) est une 
immersion, pour tout point p € % l'application 


di: TpY—+ T2 


est un isomorphisme de l'espace vectoriel T,# sur le sous-espace 
vectoriel Im du, — (dt) (T,#) de l’espace T,Z. Ce sous-espace 
s'appelle espace tangent à la sous-variêté Y en p. Généralement on 
l’identifie à T,% (à l’aide de l’isomorphisme de,). 

La situation est spécifique lorsque Z est un espace affine #, et 
donc pour tout point p E Ÿ (eten particulier pour tout point p€%Y) 
l’espace vectoriel T,Z s’identifie à l'espace vectoriel 7° auquel 
est attaché #. Dans ce cas, il est d'usage d'identifier le sous-espa- 
ce T,# à la sous-variété linéaire p +T Ÿ de l'espace affine # 
(i.e., de façon imagée, d'admettre que ses vecteurs sont d'origine p). 
Comparer avec la définition 3 de la leçon 3. 

Etant une immersion, l'application (7) peut être représentée en 
coordonnées locales par les formules (6). Ceci exprime que pour tout 
point p de la sous-variété # il existe une carte (U, x!, ..., x"), 
p EU, sur la variété Z, telle que, primo, sur un ensemble VE U f 
N % (ouvert dans #) les restrictions 


y'=zily, ..., yT=z" y 


des m premières coordonnées zx!, ..., x" sont des coordonnées loca- 
les sur V et, secundo, qu’un point g € U appartient à V si et seule- 
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ment si 
(8) 27%1(g)=0, ..., x" (g) =0. 
Les coordonnées zl, ..., x" seront dites compatibles avec la sous- 
variété %. 
Les coordonnées y!, . .., y” définissent dans T,Y la base 


o Eee (5), 
et-les coordonnées zt, ..., zx" dans T,27 la base 
co He (D), 


Ceci étant, puisque l'injection 1: %#—- Z se représente en ces coor- 
données par les fonctions y! — zx!, ..., y" — x", sa différentielle 
du, transformera la base (9) en les m premiers vecteurs de la base (10). 
Ceci exprime en vertu de l'identification de T,% à Im du, que 


Car), = (ar), + (ar), = (ar), 
i.e. que Les vecteurs (+) ” (5) forment une base du 
sous-espace T,% de T,Z. ° ° 


Si une sous-variété % est plongée dans Z', sans perdre en géné- 
ralité on peut admettre que 


(41) V=UnNSg. 


En effet, l’ensemble V étant ouvert dans % et la topologie de 
induite par celle de ©, il existe dans Z un ensemble ouvert W tel 
que Ÿ = W N%. En remplaçant U par ÜU MN W, on peut faire en 
sorte que, sans perte de généralité, l'égalité (11) soit réalisée. O 

L'égalité (11) exprime qu'un point g € U appartient à #% si et 
seulement s'il vérifie les égalités (8). En d'autres termes, la va- 
riété % est définie localement (i.e. dans le voisinage U) par les n — m 
équations 


(12) 2H —0,..., 2" = 0. 


Dans le cas général, l'égalité (11) n'est généralement pas réalisée 
pour une sous-variété % non plongée (immergée), et le lien entre V 
et U N:4 est plus complexe. 

L'ensemble V est fermé dans U (pour la topologie induite sur U 
par 5g/x) puisque les fonctions z”*', ..., x" sont continues et, 


donc. les conditions (8) définissent un sous-ensemble fermé dans U. 
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Par conséquent, V est fermé aussi dans U f\Y (pour la topologie 
induite par T4/+ et, par suite, pour celle induite par JT). D'autre 
part, l’ensemble V est par hypothèse ouvert dans %, donc dans 
U N % (pour la topologie induite par Tg). Donc l’ensemble V est 


ouvert-fermé dans U f] % (pour la topologie induite par Tæ). Donc, 


si le voisinage de coordonnées V est connexe, c'est qu'il est la composante 
de l'ensemble U f\%, qui contient le point p. 


Deux situations typiques dans lesquelles l'égalité V = U fN # est impossible 


[On rappelle que tout point d'une variété différentiable possède 
un système fondamental de voisinages de coordonnées connexes — 
par exemple de voisinages homéomorphes aux boules ouvertes d’un 
espace euclidien de dimension respective. 


*k + 


Supposons maintenant que sur un sous-ensemble % d'une variété 
différentiable 2 sont données deux structures différentiables pour 
lesquelles ‘: est une sous-variété de Z et qui définissent sur Y La 
même topologie. Alors les cartes de la forme (V, y!, ..., y") possé- 
dant les propriétés précitées seront les mêmes pour ces deux structu- 
res (puisque les fonctions y!,...,y" sont les restrictions des coordon- 
nées locales z',...,z2”, et les ensembles V, les composantes des 
ensembles U NY). D'autre part, ces cartes forment visiblement 
des sous-atlas d'un atlas maximal pour chacune de ces structures. 
Donc, ces deux structures sont confondues. 

Donc, pour une topologie donnée sur un sous-ensemble Y d'une 
variété différentiable ©, il existe sur Y au plus une structure de variété 
difjérentiable pour laquelle # est une sous-variété de la variété X. 

Certes, en faisant varier la topologie, on peut munir de plusieurs 
structures différentes de sous-variété. Par exemple, tout sous- 
ensemble : € Z° peut être muni d’une topologie discrète et trans- 
formé ainsi en sous-variété 0-dimensionnelle. 

On obtient un exemple plus intéressant en envisageant sur le 
plan l’ensemble de la figure À (le « huit »). Cet ensemble ne peut être 
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une sous-variété du plan pour la topologie induite à cause du point 
singulier présenté au centre. Mais pour la topologie plus faible 
représentée schématiquement sur la figure B, il sera une variété 
immergée difféomorphe à la droite R. Il sera aussi une sous-variété 
immergée difféomorphe à R pour une autre topologie, celle repré- 


Se 
CO 
CKO 


sentée schématiquement sur la figure C. Les injections correspon- 
dantes seront des courbes régulières non équivalentes sans points 
doubles ayant le même support. 


+ + # 


S'agissant de la topologie induite sur ‘7 par celle de la variété ?, 
on obtient en particulier que sur un sous-ensemble d'une variété 
différentiable À, il peut exister au plus une structure de variété diffé- 
rentiable pour laquelle y est une sous-variété plongée. On peut donc en 
toute légitimité dire que le sous-ensemble :; est une sous-variété 
plongée. 

Pour dire si un sous-ensemble donné # est une sous-variété plon- 
gée il faut 

1° Envisager tous les couples de la forme (V, y!, ..., y") où V 
est l'intersection U > de % avec le support U d’une carte 
(U, xl, ..., x") de la variété 2’, et y!, . .., y", les restrictions 
z'ly, ..., z"| - des coordonnées locales zx, ..., zx" à Y. 

2° Choisir parmi eux les couples (Ÿ, y}, . .., y”) qui sont des 
cartes sur %, i.e. les couples tels que les fonctions y1, ..., y" 
définissent une application bijective de l’ensemble V = U f) # sur 
un ensemble ouvert VE R". 

Si les cartes choisies peuvent former un atlas sur Y, alors Y sera 
une sous-variété plongée. En effet, il est clair que cet atlas munit # 
d’une structure de sous-variété compatible avec la topologie induite. 
[A noter que dans le cas général l’atlas maximal de la variété # 
ne peut contenir qu'une partie des cartes choisies.] [ 
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Appliquons cette proposition générale à l’ensemble % = f-! (q), 
image réciproque d’un point qg € 3 par une application différen- 
tiable f:. 27 + &. 

Définition 4. On dit qu'un point q € & est une valeur régulière 
d'une application f : 2 — # si f est une submersion en tout point 
p € 4. 

Proposition 1 (théorème de l’image réciproque d’une valeur 
régulière). L'image réciproque # = f”! (q,) d'une valeur régulière q 
(si elle n’est pas vide) est une sous-variêté plongée dans Z. Cette sous- 
variété est de dimension nr — r, où r = dim à (et n = dim Z). 

Démonstration. Pour tout point p € % il existe sur Z 
une carte (U,zx!,...,z1") = (U,h)et sur & une carte (W, z1,...,2") 
telles que p € VU, jUC Wet dans ces cartes l'application f est repré- 
sentée par les formules 


(13) = 24, ,.., 2 = x", 


où m — n — r. Ceci étant, on peut admettre sans perdre en généralité 
qu’au point g,. les coordonnées z!, . .., z" sont toutes nulles, donc 
qu'un point u € U appartient à % (plus exactement à l'intersection 
V = U NY) si et seulement si 


xT#i(u)=0, ..., x" (u)=0. 
11 s'ensuit que si une application k:V—> R" définie par la formule 
k(u)=(y'(u), ...,y"(u)), ueuU, 


y'=zt]y, ..., yT=zx" |y, 
est traitée, eu égard à l’injection canonique 


RTHRT, (xt, ...,zT)ms (rt, ..., 27, 0, ..., 0), 


comme une application dans R”, elle ne sera autre que la restriction 
hkly à V d’une application À : U—+ h (U). Donc, l’ensemble k (V) 
en tant qu'intersection R" f] À (Ü) sera ouvert dans R'"', et l’appli- 
cation k:V—+> k (V) sera bijective. En d’autres termes, le couple 
(V, k) = (V, y, ..., y") sera une carte sur %. 

Soit maintenant (U”, xl”, ..., x’) une autre carte sur la varié- 
té & possédant les mêmes propriétés par rapport à l’application f 
et soit (V”, y1l”, ..., y”) la carte correspondante sur %. Etant 
donné que sur l'intersection U f] U’ les coordonnées xt, . .., x" et 
xl’, ..., x” sont reliées par les formules 


LA Q) n Or ? 
x! = ZT! (z!, ps T'), i == 1", . nr, 
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où 
(14) det UN, 
sur l'intersection un V'=UNU"NZ les coordonnées y!, ..., y” 


et y!”, ..., y" le seront par les formules 
(15) y = x) (yt, ...,y",0, ...,0), j'—=1, ..., m. 
D'autre part, l’ensemble % étant défini dans U” par les équations 
amt+i=0, ..., x =0, 
les relations suivantes 
ah" (yt, ...,y7,0,...,0)=0, k'=m+i, ...,n, 
seront vérifiées aussi dans V f] V’ Fe Ji en résulte qu'en tout 


point de V f] V”’ les dérivées partielles 2, l—=1,..., m, vérifie- 
ront les égalités 


0 si Î’=m+i, ...,n, 


donc, lé jacobien (14) se divisera par le jacobien 


(16) det 


i'=1", 7 m', 


"E a * I=1, ..., m. 
Donc, le jacobien (16) est différent de O0 et, par suite, les formules (15) 
définissent un difféomorphisme entre les ensembles respectifs. 
Ceci prouve que deux cartes quelconques de la forme (V, y!, ..., y") 
sont compatibles sur %. Elles forment donc un atlas puisqu'elles 
recouvrent %, et, par suite, % est une variété plongée. [] 
Des formules (13) qui définissent l'application f en coordonnées 
locales, il s'ensuit immédiatement que la différentielle 


dfp: TT To 


de cette application en p € % agit sur les vecteurs de base de l’espace 
T,Z à l'aide des formules 


( 0 
dfp 5 ôz! k = 
Donc, les vecteurs 


(17) (5), 


si i=1, ..., m, 


si i=m+i, ...,n. 
% 


im 
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engendrent le noyau Ker df, de l'application df}, et les vecteurs 


(J H) 
(18) (arr), + (x), 
un sous-espace isomorphe à l'espace tangent T,,&. 
Donc, 


T,Z = Ker df, ® TS, 


où T,% est le sous-espace engendré par les vecteurs (18). 

D'autre part, les vecteurs (17) engendrent un sous-espace T,% 
de l’espace T,Z puisque y'=zx!],, ..., y"=2"],. Donc, pour 
tout point pEY, le noyau Ker df, de l'a pplication dfh est confondu 
avec l'espace tangent T,% : 


(19) T,% = Ker df,. 
et, par conséquent, 
(20) TT =T,Y © Ta 


A noter que cette décomposition a lieu pour tout point p € Y. 

Remarque 1. A signaler que toute sous-variété plongée 3€ 
n'est pas l’image réciproque d’une valeur régulière par une applica- 
tion f:2' —+ & (cf. exercice 1 plus bas). 

En vertu de la formule (20), pour qu’une sous-variété plongée 
& © © soit l’image réciproque d’une valeur régulière, il faut (et on 
démontre qu'il suffit) que pour tout point p € % l’on ait la décom- 


position 
T,Z =T,Y © N p° 


où V, est un sous-espace pour lequel est définie (pour tous les p) 
une application isomorphe N,—>R"-" dépendant différentiable- 
ment du point p. / 

k S 


Soient f!, ...,f" des fonctions différentiables sur une variété 
différentiable 2, et a, ..., a’ des nombres réels. Un point p € T 
est par définition une solution du système d’équations 
(21) f=a,...f =" 
si f' (p) = a pour tout i —1,...,r. 

Soit % l’ensemble de toutes les solutions du système (21). 

On dit que les équations (21) sont fonctionnellement indépendantes 
si pour tout point p E % les covecteurs 

dfh, ...s AfRET ZT 
sont linéairement indépendants, donc les équations 
(22) dfi=0, ..., df, =0 
définissent un sous-espace vectoriel de T,.®2 de dimension m—n — r. 
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Proposition 2. L'ensemble % des solutions de tout système (21) 
d'équations fonctionnellement indépendantes est une sous-variété plon- 
gée dans © de dimension m=n—r. 

Pour tout point p € %, le sous-espace T,%Y est un sous-espace de 
l'espace des solutions du système d'équations linéaires (22). 

Démonstration. Les fonctions fl, ..., f" définissent 
(au moyen de la formule f (p) = (f? (p), . . ., f” (p)) une application 
différentiable f:Z —R' pour laquelle l’ensemble % est l’image 
réciproque f-? (a) d'un point a = (al, ..., a’) ER’. Ceci étant, 
l'indépendance fonctionnelle des équations (21) exprime de toute 
évidence que le point a est une valeur régulière de l'application f. 
Donc, la première assertion de la proposition 2 n’est qu'une refor- 
mulation de la proposition 4 pour le cas où & = R. 

De façon analogue, l’espace des solutions des équations (22) 
n'étant autre que le noyau de l'application df,, la deuxième asser 
tion est une reformulation de l’égalité (19). 0 

Corollaire 1. Soit f une fonction différentiable sur une variété 
différentiable T et soit % l'ensemble de tous les points p € © tels que 
f(p)=a,où a€R est un nombre fire. Si df, — O0 pour tout point 
p E Y, alors Y est une sous-variété plongée de dimension n — 1 dont 
l'espace tangent en tout point p € Y est l'hyperplan df, =0. D 

Si f = f(x, y) est une fonction définie sur R°, la condition 


df, 0 exprime que soit + Ô, soit + 0. Donc, la condition 


que le sous-ensemble du plan défini par l'équation f (x, y) = 0 est 
une variété plongée à une dimension exprime qu'il ne possède pas 
de points singuliers (cf. leçon 1). 

Remarque 2. Le théorème de Whitney de la leçon 1 montre qu'il 
est généralement impossible de se dédouaner de la condition df, + 0 
dans le corollaire 1. Cependant, cette condition n’est nullement 
nécessaire pour que l’ensemble % soit une sous-variété plongée 
(et forcément de dimension nr — 1). Par exemple, dans R* l’équation 


D +y =0 


définit une droite (une sous-variété plongée), tandis que la diffé- 
rentielle df, de la fonction f = x° + y? est identiquement nulle en 
tous les points de cette droite. 

De plus, d’après la remarque 1, toute sous-variété ne peut être 
définie par un système d'équations fonctionnellement indépendantes. 


. Exercice 1. Montrer que sur le plan projectif RP? il n’existe pas de fonction 
différentiable f dont l'ensemble des zéros soit la droite projective RP! & RP1. 


Néanmoins dans la pratique, le fait qu’un sous-ensemble d’une 
variété différentiable est une sous-variété plongée s'établit générale- 
ment à l’aide de la proposition 2 (ou de son corollaire 1). 
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Exemple 1. Le déterminant det À d’une matrice carrée À = 
— || a;; || est un polynôme de a,,; de degré 1 en chaque variable. Il 
est aisé de voir que 
0 det À 
(23) da = A;j, 
où À;, est le cofacteur de a;;. (I1 suffit de remarquer que d’après 
la formule du développement d'un déterminant suivant les éléments 
d’une colonne, det À = A;ja;; + A;;, où À;; est indépendant de 
ai.) Puisque pour det À = 1on a nécessairement À,,; 0 pour au 
moins un élément a;;, on en déduit que les conditions du corollaire 1 
de la proposition 2 sont remplies pour l'équation 


det À = 1 


(sur la variété GL (n)). Le groupe SL (n) est donc une sous-variété de 
dimension n° — 1 plongée dans le groupe GL (n). 

Exercice 2. Montrer que la structure différentiable du groupe 
SL (n) est la même qu’il soit traité comme une sous-variété de GL (n) 
ou comme un groupe de Lie de matrices (cf. leçon 5). 

Le groupe GL (7) étant une sous-variété ouverte de l’espace 
vectoriel Mat, (R), pour toute matrice À Le GL (7) l’espace tangent 
T, GL (n) s'identifie de façon naturelle à à Mat, (R). Cette identifi- 


cation associe au vecteur de base (= Ga; ] de l’espace T,GL (n) la 


matrice unité ÆE;, € Mat, (R) et donc au covecteur (da;;)14, le covec- 
teur Mat, (R)—R qui envoie la matrice B = ||b,,|| dans son 
élément bi, 

En vertu de la formule (23) on en déduit que la différentielle 
df, de la fonction f: A+ det À, traitée comme un covecteur de 
l’espace Mat, (R), opère suivant ‘la formule ; 


dfa(B)= 2, Audi B—||b:5l} € Mat, (R), 


où À;;, sont les cofacteurs des éléments de la matrice À. En parti- 
culier, pour À = EÆ (lorsque À;; — 6;;) on trouve que 


df£(B)= > by =TrB, 


et donc que Ker dfg = 81 (n). 
Puisque Ker dfz — TLSL (nr), ceci prouve que l’espace tangent au 
sous-groupe SL (n) au point E est son algèbre de Lie ai (n). 
Remarque 3. Dans le prochain ouvrage (cf. Géométrie différen- 
tielle, leçon 13) on montrera que tout groupe de Lie de matrices 
est une sous-variété plongée dans la variété GL (n7) dont l’espace tan- 
gent en E est son algèbre de Lie g. 


LEÇON 14 


Théorème de plongement. — Retour sur les ensembles compacts. — 
Fonctions d’Urysohn. — Démonstration du théorème de plonge- 
ment. — Variétés satisfaisant au deuxième axiome de dénombrabi- 
lité. — Ensembles clairsemés et ensembles maigres. — Ensembles 
négligeables. 


La classe de variétés la plus élémentaire et la plus suggestive est 
la classe des variétés difféomorphes pour un Ÿ => 0 aux sous-variétés 


plongées dans l'espace R", et qui pour alléger les énoncés seront dites 


plongeables dans R*. 

Il est clair que si un espace topologique est séparé et satisfait 
au deuxième axiome de dénombrabilité, il en sera de même de 
n'importe lequel de ses sous-espaces. Donc, toute variété plongeable 


dans R\ est séparée et satisfait au deuxième axiome de dénombrabilité. 

Il s'avère que cette condition nécessaire est suffisante aussi. 
Théorème 1. Pour toute variété séparée différentiable © satisfaisant 

au deuxième axiome de dénombrabilité, il existe un N tel que © soit 


plongeable dans R\. 

Que peut-on dire à propos de W? 

Proposition 1. Si une variété différentiable de dimension n est plon- 
geable dans RV, où N > 2n + 1, elle Le sera dans R\-1. 

Corollaire (théorème de plongement de Whitney). Toute variété 
différentiable séparée À de dimension n satisfaisant au deuxième axiome 
de dénombrabilité est plongeable dans R°"*1. 

On prouvera le théorème 1 dans la seule hypothèse où La rariété 
TZ est compacte. [On remarquera qu’une variété compacte satisfait 
(prouvez-le !) au deuxième axiome de dénombrabilité.] Le cas général 
implique des artifices supplémentaires d'ordre technique sur les- 
quels nous glisserons faute de temps. 

Remarque 1. Le théorème 1 est valable pour les variétés d’une 
classe arbitraire C”, r>1, mais notre démonstration ne passera pas 
pour les variétés de classe C! et de classe C° (R-analytiques), qui 
impliquent des raisonnements totalement différents et bien plus 
compliqués. 

* k * 


Commençons par quelques remarques simples sur les ensembles 
compacts. 


14—0964 
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Il est aisé de voir que l’image continue d'un ensemble compact est 
compacte, i.e. si f: À — % est une application continue et CE À 
un sous-ensemble compact, l’ensemble fCCE % est compact. En 
effet, si des ensembles ouverts U, recouvrent fC, les ensembles 
ouverts f'U, recouvreront C, et si les ensembles f'U,,...,f"U, 
recouvrent C, les ensembles U,,,..., U,. recouvreront fC. [ 

En général, un sous-ensemble compact n’est pas obligatoirement 
fermé, mais si l’espace est séparé, il l’est nécessairement, autrement 
dit tout sous-ensemble compact C d'un espace séparé © est fermé. En 
effet, l’espace Z' étant séparé, pour tout point c € C et tout point 

PE TC il existe des voisinages VU, (c) et V,. (p) de cet p respecti- 
Vement tels que UV, (c) N Ve (p)=S. Puisque pour tout point 
pELNC les voisinages U, (c), cE C, forment un recouvrement 
de C, il existe en vertu de la compacité de C un système fini de 
points c1, ..., Cr E C tel que 


CaU,(c)U...UU, (cu). 
Mais alors l'intersection 
(1) V=ve (p)N... NV, (p) 


sera un voisinage du point p ne rencontrant pas C. i.e. contenu 
dans 2’ XC. Ceci prouve que tout point p de l’ensemble ZX C est 
un point intérieur, i.e. Z XC est ouvert. Donc, C est fermé. DO 

I1 en découle que si l’espace À est compact et l'espace Y sépare, 
toute application continue f: TZ — Y est fermée (pour tout ensemble 
fermé CE 2 l'ensemble fCC % est fermé). En effet, si l’ensem- 
ble C est fermé, il est compact puisque l’espace 2 l'est. Donc, 
l’ensemble fC est compact et, par suite, il est ferme puisque # est 
séparé. [] 

Le cas particulier où l'application f est bijective est très impor- 
tant. En effet, puisque dans ce cas la fermeture de l'applicatjon f 
équivaut à la continuité de sa réciproque f”!:#%—>.2, on voit 
qu’une application bijective continue d'un espace compact sur un 
espace séparé est un homéomorphisme. 

Si une application continue f:2 —+ % d’un espace compact © 
dans un espace séparé % n’est qu’injective, c’est un monéomorphis- 
me (un homéomorphisme sur son image f (%) qui dans ce cas est 
fermée dans %). 

Donc. en particulier, toute sous-variété compacte d'une variété sépa- 
rée est une sous-variété plongée. 


+ + * 


Soient maintenant Z une variété différentiable arbitraire, W 
et V des sous-ensembles ouverts de 2 tels que 


(2) We y. 
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Définition 1. On appelle fonction d'Urysohn du couple (V, W) 
une fonction différentiable q: 2 —+ R telle que 

a) 0<p(p)<1 pour tout point p EZ'; 

b) q(p) = 1 si et seulement sip € W'; 

c) si p E @' KV, alors q(p) = 0. 

On démontre que si la variété Z est séparée et satisfait au deuxiè- 
me axiome de dénombrabilité, la fonction d'Urysohn existe pour 
tout couple (V, W) d'ensembles ouverts satisfaisant à la condition (2). 
Mais nous n’aurons pas besoin de cette assertion en nous contentant 
de la démonstration du résultat plus faible suivant: 

Proposition 2. Si une variété différentiable À est séparée, il existe 
pour tout point p, de © et tout voisinage U de p, des ensembles ouverts 
W et V tels que 


poéeW, WeV, VauU 


et la fonction d’ Urysohn existe pour le couple (V, W). 

Démonstration. Îlest clair que sans perdre en généralité 
on peut admettre que U est un voisinage de coordonnées du point ps. 
Par définition ceci exprime qu'il existe un difféomorphisme À de 
l’ensemble U sur un ensemble ouvert A(U)C R". Soit x, = À (po). 
Puisque x, Eh (U) et que l’ensemble A(U) est ouvert, il existe un 
r >> 0 tel que tout point x € R" vérifiant | x — x, | Lr (i.e. tout 
point de la boule B”(x,)) appartient à k (U). 

En remplaçant le difféomorphisme À par sa composée avec une 
similitude de l’espace R”, on peut donc, sans nuire à la généralité, 


admettre que x, = 0etr = 3, i.e. Érc hk (U), où (cf. leçon 1) Br 
est la boule ouverte de R" de rayon 3 centrée en 0. 

Pour tout r << 3, l’ensemble hk-!(B?) sera alors défini dans ©. 
Puisque la boule B° est compacte et l’application k-! est un homéo- 
morphisme, cet ensemble sera aussi compact, donc fermé, car 
est séparée par hypothèse. 


D'autre part, l’ensemble A”! (B:) est ouvert (dans U, donc 


dans Z) et son adhérence L1(B") contient de toute évidence 
l'ensemble h”1(B7). Donc, 


h"1 (Ë7) = A"t (E?). 
En posant 
W= 1 (B?) et V—=h" 1 (É" ); 
on en déduit immédiatement que 
WeV et VU. 
Ceci étant, mn EW et 
kR(W)=B?, A(V)=B. 

14e 
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Rappelons-nous maintenant qu’en vertu du corollaire 2 du lem- 
me À de la leçon 1, il existe sur l’espace R” une fonction différen- 
tiable f:R" — R telle que 0OLf<L1 et 


(x) 1 si et seulement si xEB?, 
X) = e 
O si et seulement si xéB;. 
Tout ceci nous permet de définir une fonction q : 2 — R par la 
formule 
_f f((p)) si pEU, 
(3) 9 () =| 0 sinon. 


Il est clair que cette fonction possède les propriétés a), b) et c) de 
la définition 4. Il nous faut donc prouver seulement qu’elle est diffé- 
rentiable. 

La fonction (3) est par construction différentiable sur U et sur 
TZ\V (elle est nulle sur le dernier ensemble). De plus, les ensembles 


ouverts U et 2’ XV recouvrent Z. Il est clair par ailleurs que si 
une fonction :2 —®R est différentiable sur tout élément U,, d'un 
recouvrement ouvert {Q/,} de 2. elle est différentiable sur Z tout 
entière. Donc, en particulier, la fonction (3) est différentiable 
sur 2. OÜ 

++ 


Nous pouvons maintenant prouver le théorème 1. 

Démonstration du théorème 1 (pour une varié- 
té 2’ compacte). Choisissons pour chaque p, € © un voisinage de 
coordonnées Ü et, en nous servant de la proposition 2, considérons 
l'ensemble W intervenant dans cette dernière. Les ensembles W 
construits pour tous les points p, € Z forment un recouvrement 
ouvert de Z. La variété 2 étant par hypothèse compacte, on péut 
extraire un sous-recouvrement fini de ce recouvrement. Désignons 
les ensembles IV de ce sous-recouvrement par W,, . .., W, et con- 
sidérons les ensembles correspondants 


Vi, Vus Un eee Um: 
les applications de coordonnées 
RU +R", ..., Un:Un R 
et les fonctions 
PL HR, ..., Pme TZ HR 
de la proposition 2. 


Ces ensembles, applications et fonctions possèdent les propriétés 
suivantes : 
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4° Pour tout i = 1,...,m 
W,aV,, V,ceU. 
2° Les familles 
(Was lu, 0 (Wan, Rm)}, 


(Vas Ras), 0, (Vins Um)}, 
{(U1, h;.), ._. . (Um him) } 


sont des atlas de la variété Z. (11 est évident que dans les deux 
premiers cas il est question des restrictions respectives des appli- 
cations h,, ..., h,.) 

3° Toute fonction œ;, i = 1,..., m, est la fonction d’'Urysohn 
du couple (V;, W,;). 

En représentant les vecteurs de l’espace R"*! sous la forme de 
couples (x, z)},où xER"et rER, on définit les applications 


fi: TR", i=1, ..., m, 


par les formules 


hi(p), y. 
hi (p)=| (pi (P)h:(p), gitp)) si PEU; 


(0, 0) sinon. 


Il est clair que l'application j; est différentiable sur U; et nulle 


en dehors de V;. Elle est donc différentiable sur 2. D'autre part, 
fa (p) = (1 (p), 1) pour tout point p € W:, d'où il résulte immédia- 
tement (puisque À; est un difféomorphisme) que l'application f}; 
est une immersion en tout point p € W;. 

Considérons maintenant l’espace RN, où V = m (n + 1). En 
mettant les vecteurs de cet espace sous la forme (x,, . .., Xn), où 
Xjs + + + Xm E R"*1, on définit une application f :.2 —+ R\N en posant 
pour tout point p € 2 


f (@) = G1(p), - - +, fm (P)). 


I1 est clair que l'application ÿ est différentiable. 

Soient p et q des points de © tels que f (p) = f (q). Alors f; (p) — 
= f; (g) pour tout i = 1, ..., m et en particulier ; (p) = y: (q). 
D'autre part, puisque les cartes (W;,, k;) forment un atlas, il existe 
un à tel que p € Wi, et donc qi,(p) = 1 (et js, (p) = (ki, (p), 1)). 
Par conséquent, w;, (g) — 1, ce qui en vertu de la propriété b) des 
fonctions y, n’est possible que pour g € W:. Donc, fi, (g)={(k:1, (q), 1) 
et, par suite, k;, (p) —kh;,(q). L'application h;, étant injective, 
ceci prouve que p=g. Donc, si f(p)—=f(q), alors p= 9, i.e. l'ap- 
plication f est injective. La variété 7’ étant compacte, l'applica- 
tion f est un monéomorphisme. 
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Considérons maintenant la différentielle df, de l'application f 
en un point arbitraire p € &. En vertu de l'identification T{hR° = 
— R", on peut admettre que 

dfp: TT +R". 
Mais alors cette différentielle sera aussi composée des différen- 


tielles des applications f; tout comme l'application f est composée des 
applications f;, i.e. pour tout vecteur À € T,.2 on aura 


(df}r4 = ((df)pA, . . ., (dfm)pA). 


Mais si, comme plus haut, p € W;, (donc, l'application f;, est 
une immersion en p, alors pour tout vecteur À € T,Z non nul le 
vecteur (df;,),4 € R"*! est aussi non nul. Donc, il en est de même 
du vecteur (df),A € RN. Ceci exprime que l'application f est une 
immersion (en tout point p E À). 

Ainsi, l'application f est une immersion monéomorphe. Donc 
l'image fZ est une sous-variété plongée dans l’espace RV, difféo- 
morphe à la variété Z. [ 

 $ + 


Pour établir le théorème de plongement de Whitney (pour varié- 
tés compactes) il nous reste désormais à prouver seulement Îla 
proposition 1. Cette démonstration se fait en plusieurs temps. 

Nous avons déjà remarqué que toute variété compacte (qui se 
recouvre par une famille finie de voisinages de coordonnées) satisfait 
au deuxième axiome de dénombrabilité. De façon plus générale, 
toute variété recouvrable par un système dénombrable de voisinages de 
coordonnées satisfait au deuxième axiome de dénombrabilité. En effet, 
étant homéomorphe à tout ouvert de R”, chaque voisinage de 
coordonnées satisfait à cet axiome. D'autre part, il est clair que tout 
espace admettant un recouvrement dénombrable dont les éléments 
satisfont (pour la topologie induite) au deuxième axiome de dénom- 
brabilité. satisfait lui aussi à cet axiome. [ 

Réciproquement, il est aisé de voir que dans toute variété diffé- 
rentiable À satisfaisant au deuxième axriome de dénombrabilité, il 
existe une base dénombrable composée de voisinages de coordonnées. 
En effete, soit {O, } une base dénombrable de 2’. Pour tout point 
p ET et tout voisinage de coordonnées U contenant le point p, 
ilexiste dans la base {O,} un élément O,(p.u) tel que p € Oupt EU. 
Soit O un sous-ensemble ouvert de 2’. Choisissons pour tout point 
p EO un voisinage de coordonnées VU, tel que p EU, & O et consi- 
dérons l’ensemble 

Op = Our. Up): 


On a UO,=0, puisque pEO,EU,CO et p un point générique 
de O. 
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Donc, les ensembles de la forme O,(p.u) (qui en vertu de l'in- 
clusion O,(p.uy € U sont des voisinages de coordonnées) forment 
une base dans 2’. Pour achever cette démostration, il reste à remar- 
quer que cette base est une partie de la base dénombrable {O,}, 
donc est elle-même une base dénombrable. [] 


Du cours d'analyse on sait que de nombreuses situations se 
simplifient considérablement si l’on se limite aux points génériques 
et que l’on néglige les ensembles « assez petits ». Il existe pour le 
moins deux approches différentes de la définition des ensembles 
« assez petits » de variétés différentiables : l'approche « topologique » 
et l'approche « métrique ». 

La première approche repose sur la définition générale suivante : 

Définition 2. On dit qu’un sous-ensemble d’un espace topologi- 
que .Z est clairsemé (ou nulle part dense) si son adhérence ne possède 
pas de points intérieurs. 

On appelle ensemble maigre la réunion d'une famille finie ou 
dénombrable d'ensembles clairsemeés. 

Remarque 2. Le terme « ensemble maigre » a été introduit par 
Bourbaki. Naguère, les ensembles maigres s’appelaient « ensembles 
de première catégorie ». Cette dénomination n'est pas heureuse pour 
une foule de raisons et elle est tombée en désuetude. 

A vrai dire un ensemble maigre peut étre bien « gras »; il peut 
par exemple être confondu avec l’espace 2° tout entier (tel le corps Q 
des rationnels et d'une façon générale tout espace topologique dénom- 
brable ne possédant pas de points isolés). 

Définition 3. On dit qu’un espace topologique Z est un espace de 
Baire si aucun sous-ensemble maigre de Z ne possède de points 
intérieurs. 

Donc, dans un espace de Baïire, les ensembles maigres sont litte- 
ralement « maigres ». 

Les variétés différentiables sont-elles des espaces de Baire? Il 
s'avère que oui (du moins pour les variétés séparées), mais la démons- 
tration du théorème correspondant implique des préparatifs sur 
lesquels nous glisserons faute de temps. Nous préférerons donc 
l'approche « métrique » et nous prouverons sous forme d'exercices 
que les variétés séparées sont des espaces de Baire. 

Définition 4. On dit qu'un espace topologique 2 est régulier si 
pour tout ouvert US ©'et tout point p E Vilexiste un ouvert Ÿ tel 
que pE Ve VE U. 

Définition 5. On dit qu’un espace topologique Z” est localement 
compact si chacun de ses points p possède un voisinage O dont 


l'adhérence O est compacte. 
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Exercice 1. Montrer qu'un espace À séparé localement compact est régulier. 
[N ot a. Le sous-espace O fN U est normal en vertu de la proposition 3 de la 


leçon 9. 11 existe donc dans O f U un voisinage V de p, tel que Va O0 NU 

Exercice 2. Soit (An: n > 1} une famille de sous-ensembles clairsemés 
d'un espace Æ séparé localement compact (donc, régulier) et soit U un voisi- 
nage d'un point p € €. Montrer qu'il existe une suite d'ensembles ouverts non 
vides Un, n >0, tels que: 

a) l'ensemble U, est compact et contenu dans U; 

b) pour tout x > 1 on a 


Un SUn-u UnNAn=g. 
[Nota. L'ensemble À étant clairsemé, il existe dans l'ensemble U,_., un 
ouvert non vide V, tel que V, NA4,-, — & et, l'espace À étant régulier, il 


existe un ouvert non vide U, tel que U, & V,..] 
rcice 3. En déduire que le voisinage U contient un point n'appartenant 


pas à la réunion À des ensembles A,. [N o t a. La suite {U, } est une famille cen- 
trée d’ensembles fermés de l'espace compact U,, donc l’intersection des enseme 
bles Ü, n'est pas vide.] 

L'assertion de l'exercice 3 exprime que tout espace séparé locale- 
ment compact est un espace de Baire. Donc, toute variété séparée est 
un espace de Baire puisque de toute évidence elle est localement 
compacte. 


ter 


On rappelle qu'un sous-ensemble À de l’espace euclidien R" est 
un ensemble de mesure nulle (ou ensemble négligeable) si pour tout 
e > Oil existe une famille finie ou dénombrable de boules ouvertes 
de R" recouvrant À, telle que la somme de leurs volumes (7-dimen- 
sionnels !) soit < &. 

Dans cette définition, les boules peuvent être remplacées par des 
parallélépipèdes (ou même des cubes) à arêtes parallèles aux axes 
de coordonnées, i.e. par des sous-ensembles de l’espace 2°, dont 
les points x = (x!, ..., x") sont caractérisés par des inégalités de 
la forme 

a'£xt<bl, i=1,...,n. 


Nous aurons besoin des trois propriétés suivantes des ensembles 
négligeables qui sont connues en analyse : 
1° La réunion À = |) À; d'une famille finie ou dénombrable {A;} 


i 
d'ensembles négligeables est un ensemble négligeable. 

2° Pour toute application différentiable f:U—+ V, où U et V 
sont des sous-ensembles ouverts de R", et tout ensemble négligeable À & 
© U l'ensemble fA est un ensemble négligeable. 

3° Aucun ensemble négligeable ne possède de points intérieurs. 

Pour prouver la propriété 1° il suffit de remarquer qu'en recouvrant chaque 
ensemble 4;, i > 1, par des boules dont la somme des volumes est <e/2i, on 


obtient un recouvrement de l’ensemble À par des boules dont la somme des volu- 
mes est <<e. 
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. S'agissant de la propriété 2° on remarquera tout d'abord qu'en vertu de la 
propriété 19 il suffit de la prouver sous la condition subsidiaire qu’il existe un 
cube fermé Q & U tel que À soit contenu dans Q. D'autre part, de la formule de 
Lagrange appliquée aux fonctions fi, ..., définissant l’application f, il 
résulte immédiatement que pour tout couple de points x, y € @ on a la formule 


f(x) —fHI<MIx— y}, 


où À/ est une constante (le maximum des modules des dérivées premières des 
fonctions fl, ..., f" dans le cube Q). Donc, toute boule de rayon r contenue 
dans le cube Q est envoyée par l'application / dans un ensemble contenu dans 
une boule de rayon Mr, donc de volume d’au plus 41? fois supérieur. Donc, en 
recouvrant l’ensemble À par des boules de volume total <e/4/7, on obtient un 
recouvrement de l’ensemble fA par des boules de volume total <&. 

Pour prouver la propriété 39 il suffit de montrer que, si une famille finie 
{Q1, : - «+ Om) de cubes de l’espace R?, à arêtes parallèles aux axes de coordon- 
nées, recouvre le cube Q, la somme des volumes des cubes @,, ..., On est 
supérieure au volume du cube @ (donc est minorée par une constante strictement 
positive ne dépendant pas du recouvrement). Soient a;, ..., am, a les longueurs 
respectives des arêtes des cubes @Q,, . .., Om. @,et N,, ..., Nm: N le nombre 
de points de R7 à coordonnées entières contenus respectivement dans les cubes 
Qu - + + Om: Q- Les cubes Q,, ..., Qn recouvrant Q, on a 


NENi+... + Nm. 

D'autre part il est clair que 

[ça — 1) EN < (a + 1)", 
et de façon analogue 

[Can — 1) < Na < (ex + 1) 
pour tout k = 1, ..., m, où 

z* = max (x, 0). 

Donc, 


lire ÿ (ax+ 1}. 


En appliquant cette inégalité aux cubes homothétiques AQ,, ..., AQ, et A0, 
où À > 0, on obtient pour À assez grand l'inégalité 


(a—1< SN (a+). 
= 


Donc, 


m 
n { \n 
(a) <S (a+), 
hu 1 
d'où l'on déduit l'inégalité cherchée en faisant tendre À vers + : 
m 
ar < Ÿ a? . 
ke 
Il est étonnant qu'un fait aussi évident implique une démonstration aussi ingé- 
nieuse 
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Nous aurons besoin encore d’une propriété plus profonde des 
ensembles négligeables. 


On appellera coupe d'un sous-ensemble À € R" suivant x, =t 
le sous-ensemble À; de l'espace R”"-!, composé de points x — 
= (27,,..., Zn 1) E R"ltels que le point (x,t) = (x,,...,zn-1,t) 
appartienne à À. 


Théorème de Fubini. Soit C'un sous-ensemble compact de l'espace R”, 
tel que pour tout t ER sa coupe C} suivant x, = t est ur ensemble 


négligeable (de l'espace R"”!). L'ensemble C est alors aussi un ensemble 
négligeable. 


Bien que ce théorème soit indiscutablement connu du cours d'analyse, 
nous allons le prouver intégralement afin que notre exposé soit complet. 

On dira qu un recouvrement de l'intervalle [0, 1] par des intervalles ouverts 
et 'aisstble si la réunion de ces intervalles est contenue dans l'intervalle 

Lemme 1. De tout recouvrement admissible de l'intervalle [0, 1] par des 
intervalles ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini dont la somme des 
longueurs des éléments est inférieure à 6. 

Démonstration. Montrons que tout sous-recouvrement minimal 
(i.e. un sous-recouvrement dont aucun élément ne peut être éliminé) possède 
la propriété requise. 

Soient Ja;, b;[. 1 < i < m, les intervalles constituant ce sous-recouvrement 
minimal. Il est aisé de voir que a, + a; pour i + j (en effet, si a; = aj, alors 
pour b; < b; l'intervalle Ja;. b;[ est de trop. et pour b, > b;, l'intervalle 
Jai, bjl). Donc, quitte à renuméroter les intervalles, on peut admettre que 
a; < ay pour i < j (donc, en vertu de la minimalité, que b, < b;). Mais alors 
a; <'aj41 L'bj L'azs pour tout i=1,..., m— 2, car pour a+, > b, 
il y aurait des trous dans lc recouvrement et pour b,; >a;44 l'intervalle 
Jai+1. bal serait contenu, en vertu de la double inégalité b, < b;41 < bi4s 
dans la réunion des intervalles ]a;, b;[ et Ja;,2, b;,.[. donc serait superflu. Par 
conséquent, la somme des longueurs des intervalles du sous-recouvrement cnvisagé 
est justiciable de l'estimation 


{bi — a) + (be — a9) + (b3 — 03) +... + (bm-s — am-2) + 
+ (ni — Om) + (Em — am) < (as — &) + (a — ae) + 
+ (a5— 459 +... + (am — am-2) + (m1 — m1) + (Om — Em) = 
= bn + dm — 4 — 0e << 2 (dm — a) < 6 


(car, en vertu de l'admissibilité, —1 < a, et bm < 2). © 

Démonstration du théorème de Fubini. Sans perdre 
en généralité on peut admettre de toute évidence que l'ensemble C est contenu 
dans la bande 0 < x, < 1. Par hypothèse, pour tout e > Q et tout t € [0, 1] 
il existe dans l'espace R7-1 des cubes ouverts Q{ÿ recouvrant la coupe C4, 
dont le volume total est <<e/6. Soient Q; leur réunion (qui contient la coupe C#) 
et Qf le sous-ensemble ouvert de l’espace R? composé de tous les points (x, f}, 
où xEQret0<t<1(i.e. Qi = @s X ]0, 1[). L'ensemble CX@f est compact 
en tant que sous-ensemble fermé d'un espace compact. D'autre part, la fonction 
f(& rn)=lzn —t1, (%, z,) E RT, est continue et strictement positive sur 
l'ensemble C\XQ%. Donc, il existe un nombre & > 0 tel que 


(4) Ir, —t|> a pour tout point (x, r,) € CNXO1. 
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Ceci étant, on peut. sans nuire à la généralité, admettre que & << 1, i.e. que le 
recouvrement de l'intervalle [0, 1] par les intervalles 7, = ]t — @, t + al 
est admissible. 


En vertu du lemme 1, on peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvre- 
ment fini {/+,, . .., 1#,,} composé d'intervalles dont la somme 2am des lon- 
gueurs est << 6. 

Soit L;; un parallélépipède de l'espace R'", composé de points (x, t), 
xER'M-L TER, tels que x € Q®) et TE Jr; (ie. L;y — Qt X 1,). De la for- 
mule (4) il s'ensuit immédiatement que les parallélépipèdes recouvrent l'en- 
semble C. (En effet, soit (x, x,) € C. Il existe un ; tel que x, € Ltj» i.e. tel que 
[zh — tyl << &. Donc, (x. z,)E€ UE en vertu de la formule (4) et, par suite, 
xE Qt pour un certain &. Donc, (x, r,) € L;j.) D'autre part, le volume n-di- 


mensionnel du parallélépipède L;, est visiblement égal au volume (nr — 1)-di- 
mensionnel du cube Qi multiplié par la longueur 2a de l'intervalle Z tj Donc, 


le volume total de tous les parallélépipèdes L;; est inférieur à me 24 << &. 


Donc, pour tout & => 0, l’ensemble C peut être recouvert par des parallélé” 
pipèdes de volume total <e. Cet ensemble est par conséquent négligeable. O 


Les ensembles négligeables des variétés différentiables se défi- 
nissent de façon naturelle. 

Définition 6. On dit qu’un sous-ensemble À d’une variété diffé- 
rentiable à x dimensions Z est un ensemble négligeable s'il existe 
dans 2° une famille finie ou dénombrable de cartes (U;, h;), telle 
que AC |} U; et chaque ensemble À; (U; MN À) est négligeable 


dans R”. 

Il est clair que les propriétés 1° et 2° d'un ensemble négligeable dans 
R" sont valables pour un ensemble négligeable dans toute variété 
différentiable (dans la propriété 2°, par U et V il faut de toute évi- 
dence comprendre des variétés différentiables de même dimension). 
Il s'ensuit en particulier que pour tout ensemble négligeable À et toute 
carte (U. h) de la variété À l'ensemble h (U N\ À) est négligeable 
dans R". Si la variété ©’ satisfait au deuxième axiome de dénombra- 
bilité, on a réciproquement : un sous-ensemble À € © est un ensemble 
négligeable si l'ensemble h (U NA) l'est dans R” pour toute carte 
(U, h) de la variété T (ou au moins pour toute carte d’une famille 
dénombrable de cartes dont les supports forment une base dans la 
variété 2). 

Jl est utile de comparer les ensembles négligeables avec les 
ensembles maigres. D'une façon générale, ces deux classes d'ensem- 
bles ne sont en aucune façon liées entre elles : il existe des ensembles 
maigres qui ne sont pas de mesure nulle (voire même de mesure 
totale, i.e. tels que leur complémentaire est de mesure nulle), et des 
ensembles négligeables qui ne sont pas maigres (voire même des 
ensembles négligeables dont le complémentaire est maigre). 
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Soit par exemple U;, 1 < i << oo, la réunion d’un système dénombrable 
d'intervalles de la droite R, dont les centres sont tous les points rationpels et 


dont la somme des longueurs est égale à 2-!. L'ensemble À = ñ QU: est alors 


négligeable et son complémentaire RKA = Ù, (RNU;) est maigre, puisque 


RNU: est clairsemé pour tout à (il est fermé a pe possède pas de points inté- 
rieurs). 


Les ensembles négligeables (dans R", donc dans toute variété 7) 
ne possédant pas de points intérieurs, tout ensemble négligeable 
fermé n'est nulle part dense. Donc, tout ensemble négligeable qui se 
représente par la réunion d’une famille finie ou dénombrable d’en- 
sembles fermés (qui sont nécessairement des ensembles négliseables) 
est un ensemble maigre. Ces ensembles ne possèdent pas de noms 
appropriés. Faute de mieux, on les appellera ensembles négligeables 
maigres. 
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Théorème de Sard. — Partie analytique de la démonstration du théo- 
rème de Sard. — Produit direct de variétés. — Variété de vecteurs 
tangents. — Démonstration du théorème de plongement de Whitney. 


Soitf:Z—+% une application différentiable d'une variété 
différentiable à r dimensions Z dans une variété différentiable à m 
dimensions %. 

Définition 1. On dit qu’un point p € Z est un point critique de 
l'application f si 


dfp(T2)Æ TS, g=f(p), 
i.e. si l'application 
dfp:TpT > T,Y 


n'est pas épimorphe (l'application f n'est pas une submersion au 
point p). Un point gE€ % est une valeur critique de l'application f 
s’il existe un point critique p € Z tel que q = f 

En comparant cette définition avec la définition 4 de la leçon 13, 
on voit aussitôt que Les valeurs critiques sont exactement les valeurs non 
régulières de l'application f. 

Remarquons que pour n << m tout point de la variété Z est un 
point critique de l'application f. Donc dans ce cas, les valeurs criti- 
ques sont les points de l’ensemble f2, et les valeurs régulières, les 
points de son complémentaire Y fZ. (Donc, pour n << m l'image 
réciproque de toute valeur régulière est vide.) 

Nous pouvons énoncer maintenant le théorème fondamental de 
cette leçon : 

Théorème 1. Si une variété À satisfait au deuxième axiome de 
dénombrabilité, l'ensemble C(f) des valeurs critiques de toute application 
différentiable f : À — Y est négligeable; si la variété Y est séparée, 
l'ensemble C(f) est un ensemble négligeable maigre. 

Si la variété À est compacte (et la variété Y séparée), l'ensemble 
C(f) est fermé et nulle part dense. 

Ce théorème s'appellethéorème de Sard, bien qu'il ait 
été démontré avant. lui par Braun et indépendamment par Doubo- 
vitski. 


299 LEÇON 15 


Corollaire. Si dimZ << dim %, aucune application différentiable 
f:T— Y n'est visiblement surjective (l'ensemble YfÆ n'est pas 
vide). D 

Nous aurons besoin uniquement de ce corollaire pour prouver le 
théorème de plongement de Whitney. 

Signalons que dans le théorème 1 les variétés différentiables 
envisagées sont de classe C°” (ou C°). Du reste, un examen de la 
démonstration qui en sera donnée plus bas nous assure que ce théorè- 
me est aussi valable pour les variétés de classe C’,oùr>n — m + 2 
pour ñn>œm,et r>2 pour n< m. [Bien plus, on peut diminuer r 
d’une unité encore par quelques artifices techniques. Des exemples 
montrent qu'il est toutefois impossible de réduire r davantage.] 

Nous allons déduire le théorème de Sard de la proposition sui- 
vante : 

Proposition 1. Soit f:U —+ R” une application différentiable d'un 
ensemble ouvert UC R" dans l'espace R", et soit K un sous-ensemble 
compact de l’ensemble des points critiques de l'application f. L'ensemble 
{À est alors négligeable. 

Remarquons que. l’espace R” étant séparé, l’ensemble /X est 
fermé, donc nulle part dense. D'autre part, l’ensemble des points 
critiques de l'application jf est visiblement fermé et donc est la réu- 
nion d’une famille dénombrable de sous-ensembles compacts. Par con- 
séquent, l’ensemble C (f) des points critiques de l’application jf est 
un ensemble négligeable maigre. 

On voit donc que dans le cas particulier où 2 — U, % = R", 
le théorème de Sard est une conséquence immédiate de la proposi- 
tion 1. Il se trouve que dans le cas général il se ramène aisément à cette 
proposition. 

En effet, les points critiques de l’application f contenus dans 
tout sous-ensemble ouvert O de 2° ne sont visiblement autres que 
les points critiques de sa restriction f |) à O. Donc, pour toute 
base dénombrable {U,} de la variété & on a 


C (= UC U lu)- 


Ceci étant, si chaque UV, est le support d’une carte (U,, fa) (ce 
qui, on le sait, est toujours possible à a réaliser) et si f (U,)= Vas où 
(V,, ko) est une carte de la variété %, alors C (f | u,) est l image 
par le difféomorphisme ks' de l'ensemble C (£g.), où La —=Kka 
° (f [ ua) ° ha: U, — R7. 

Donc, pour les mêmes raisons que plus haut, chaque ensemble 


C(flu,)=ka"C (ga) 


est la réunion d'une famille dénombrable d’ensembles négligeables 
compacts de la forme fX, où X est un ensemble compact composé de 
points critiques de l'application f. 
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Donc, la réunion d’une famille dénombrable de tels ensembles 
sera l’ensemble C (f) tout entier. La réunion d’une famille dénom- 
brable d’ensembles négligeables étant un ensemble négligeable, ceci 
prouve que l’ensemble C (f) est un ensemble négligeable. 

Si la variété % est séparée, les ensembles fÆ sont tous fermés et, 
par conséquent, l’ensemble C (f) est négligeable maigre. 

Enfin, si de plus la variété 2 est compacte, l'ensemble de tous 
les points critiques de l'application f peut étre décomposé en la 
réunion X, JU... UX+, d’un nombre fini d'ensembles compacts 
contenus chacun dans un voisinage de coordonnées ÜU,. Dans ce cas 
donc C (f) = fX; U... UfÆ x, où, puisque # est séparée, tous les 
ensembles fX; sont fermés, donc nulle part denses. L'ensemble C (f) 
est par conséquent fermé et nulle part dense. [] 

J1 ne nous reste plus qu’à établir la proposition f. 

Remarquons tout d’abord que la proposition 1 se prouve de façon 
triviale pour n << m. En effet, si on admet que R® = R" X R7-", 
on peut envisager un ensemble ouvert U X R7-" de l’espace R” 
et une application différentiable 


FU Rp" 


qui est la composée de la projection sur le premier facteur U *X 
X R°-"—# U et d'une application f:U— MR". Ceci étant, pour 
tout ensemble compact KE U on aura 


f(K) = F(K X 0), 


où À *X O0 est un sous-ensemble de l'espace R", composé de points 
de la forme (x, 0), où x € Æ et 0 est le vecteur nul de l’espace R”7-". 
J1 est clair d'autre part que l’ensemble X X 0 est un ensemble 
négligeable de l’espace R” (puisqu'on peut le recouvrir par un 
système fini de parallélépipèdes de hauteur aussi petite que l'on 
veut). Donc, l’ensemble F (X %X 0) est aussi un ensemble négligeable 
en vertu de la propriété 2° des ensembles négligeables de la leçon 14. O 

Ceci prouve le théorème de Sard pour nr << m, donc son corollaire 
formulé plus haut (qui, on le rappelle, ne nous servira qu'à prou- 
ver le théorème de Whitney). 


* + + 


Passons maintenant à la démonstration de la proposition 1 dans 
le cas général. Bien que cette proposition relève à proprement par- 
ler de l’analyse, nous allons la prouver soigneusement en dépit de 
sa lourdeur. (Le lecteur qui ne s'intéresse qu'au théorème de Whitney 
peut glisser sur cette démonstration.) 


Soit f : U —+ RM une application définie par des fonctions fi, ..., (7 U — 
— KR et soit C}, où k => 1, l'ensemble de tous les points de U en lesquels s’annu- 
lent toutes les dérivées partielles d'ordre <k des fonctions fl, ..., fm. Il est 
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clair que 
Co2012...2C2...: 


où C, est l'ensemble de tous les points critiques de l'application f (ie. des points 


en lesquels le rang de la matrice L | est <n) . 


Lemme 1. Si C,4y1 = Sous > _ — 1, pour tout ensemble compact KE C, 


l'ensemble fK est négligeable. 
b Ce lemme permet de démontrer la proposition 1 par une récurrence peu com- 
pliquée. 
En effet, il existe un s tel que l’ensemble f (X fN C,) soit négligeable (d'après 
le lemme, tout s > = — 1 convient). D'autre part, Æ NC, = K. Donc, pour 


prouver la proposition 1, il suffit de montrer que si pour uns > 1 l'ensemble 
f(K NCs) est négligeable, il en est de même de l'ensemble f (K N C;-1). 

Soit Æ,, r > 1, un sous-ensemble de l'ensemble X fNC,-1, compos des 
points xE À NC,-, tels que |x—y| > 1/r pour tout point yEkNCs. 
L'ensemble K, est compact en tant que sous-ensemble fermé de l'ensemble com- 

act X. 
p Il est clair que 


KfNC:.=(ENC.)U Ü Ære 
pami 


Il nous faut prouver seulement que pour tout r > 1 l'ensemble fK, est néglt 
geable. 

Considérons à cet effet l'ensemble ouvert U* = UXCC,. Soit f® = flye 
et soient C* les ensembles C, construits pour la fonction f*. Il est clair que C£ = 
= CyC, et donc C* = get K,= C3... L'application f* et l'ensemble com- 
pact K, sont donc justiciables du lemme 1. Par conséquent, l'ensemble fK, 
est bien négligeable. O 

Il reste maintenant à prouver le lemme 1. 

Démonstration du lemme 1. Ce lemme est composé de deux 
propositions à prémisses différentes mais avec la même conclusion. Considérons 
tout d'abord la première proposition (avec la prémisse C,,, = ©). L'ensemble 
Æ étant compact, pour prouver cette proposition il suffit de trouver pour tout 
point x, € Æ un même voisinage V & U tel que l'ensemble f (X f V) soit négli- 
geable. A cet effet, cherchons un voisinage V du point x,, tel que V soit compact 
et f (C; NV) soit négligeable. L'ensemble f (X N V) = f (C, N V) sera alors 
négligeable aussi. 

Raisonnons par récurrence sur n. Cette assertion étant visiblement vérifiée 
pour nr = 0, il nous faut prouver que si elle l'est pour nr — 1, elle le sera pour n. 

La condition C,+, — @ exprime que la dérivée d'ordre s + 1 de l’une des 
fonctions fl, ..., f" est différente de 0 en x,. Quitte à intervertir les coordon- 
nées, on peut, sans perdre en généralité, admettre que cette dérivée est de la 
forme , où œ est une dérivée d'ordre s. 

Soit g une application de U dans Rm, définie par 


8 (X, zn) = (%, P (x, zh)), (x, zh) € U. 


Le jacobien de cette application est égal à 7, donc il est différent de 0 
n 
en x,. Il existe par conséquent un voisinage O’ de x, tel que l'application g est 


PARTIE ANALYTIQUE DU THÉORÊME DE SARD 225 


un difféomorphisme de ce voisinage sur un ouvert O et, par suite, est définie 
l'application 
(&10’)71 flo’ 


h:0——0'—-r RM. 


Soit V un voisinage du point x, tel que V soit contenue dans O” et soit com- 
pacte. Montrons que l'ensemble f (C, N V) est négligeable. 

On distinguera deux cas: s = 0 et s > 0. Commençons par le cas s > 0 
qui est plus facile. 

Pour s > 0 la fonction est nulle sur C, en tant que dérivée d'ordre s de 
l'une des fonctions ft, ..., f". Donc, l'ensemble g (C,) est contenu dans le 
sous-espace 27-71 X {0} de l'espace KR, défini par l'équation z, = O0 et, par 
suite, 


(CN V)= ho (CN V)), 

où h, est la restriction de l'application k à (R?-! X {0}) N O. Ceci prouve de 
toute évidence ce qu'on voulait, puisque l'application h, est en fait une appli- 
cation d'un ensemble ouvert de l'espace R7-1, et par suite, l'ensemble À, (g(C, N 
N V)) est négligeable d’après l'hypothèse de récurrence (appliquéé à l'application 
ho et à l'ensemble compact g (C, NN V)). 

Pour s = 0 le rôle de la dérivée q incombe à l'une des fonctions fi, ..., tu 
qui est généralement non nulle sur C,). Quitte à intervertir les coordonn 
ans F7, on peut, sans perdre en généralité, admettre que q = f". 

Soit Oz la coupe suivant zn —= t de l’ensemble © (l’ensemble de tous les 
points xE 7-1 tels que le point (x, t) ER" appartienne à O). 

SixE Oretgi(x, a) = (x, t), alors par définition f(x, a) = p(x, a) =! 
et, par conséquent, 


Rx 1) =f(x a) = (f(x a), ..., fm-l(x, a), t). 
Ceci exprime qu'en posant 


he (x) = (fl (x, a), ..., pr-i (x, a)), 


où xEOret g(x, a) = (x, t) (ie. t — f(x, a)), on obtient une application 


différentiable 

ht 2 04 —+ RMI 
telle que 
(1) h(x, t) = (hs (x), 1) 


pour tout point (x, {€ O0. _ | 
De la formule (1) il s'ensuit que la matrice jacobienne J de l'application A 
est de la] forme 


J 


O --- O ‘1 


où J? est la matrice jacobienne de l'application h;. | 
Donc, le rang de la matrice J au point (x, t) est <<m si et seulement si celui 
de la matrice J, au point x est <m — 1. Mais par définition le rang de la matrice 


15—-9964 
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J, en x € Os est <m — 1 si et seulement si le point x est un point critique de 
l'application h;, et par analogie, le rang de la matrice J en (x, t) € O est <m 
si et seulement si x est un point critique de l’application À (et, par suite, le point 
(x, a) = gl (x, t) € O0’ est un point critique de l'application f, i.e. appartient 
à l’ensemble C, NO’). Donc, la coupe g (C, N 0’); de l’ensemble £g (Co MN 0’) 
n'est autre que l'ensemble des points critiques de l'application »;. Donc, d'après 


l'hypothèse de la récurrence (appliquée à h; et à l'ensemble compact 
8 (Co N0'} Ng(Vh)), le sous-ensemble 


he (8 (CoN0'h Ne (V):) 


de l'espace R7-1 est négligeable. 
L'ensemble précédent étant en vertu de la formule (1) la coupe suivant 
Zm —t de l'ensemble 


h (g(CoN0')Ne(V))= (h 08) (Con V)=f(ConV), 


il s'ensuit que toutes les coupes f (C, fN V); de l’ensemble f (C, f\ V) sont des 


ensembles négligeables. D'après le théorème de Fubini, l'ensemble f (C, f\ Ÿ) 
sera aussi négligeable. Ce qui prouve le lemme 1 pour C,+, = g 


Supposons maintenant que s > = — 1. L'ensemble Æ étant recouvrable 


ar un nombre fini de cubes de F7, puisque compact, il suffit de montrer que 
"ensemble f (C, N Q) est négligeable pour tout cube Q & R*'. 

Soit a l'arête du cube Q et soit k => 1. Partageons le cube Q à l'aide de 
plans parallèles aux faces en k'' cubes d'arête a/k et considérons un cube Q” 
de cette partition, rencontrant C.. 

Les dérivées d'ordre s + 1 des fonctions f!, ..., f" étant bornées dans Q, 
la formule de Taylor appliquée à ces fonctions nous dit que pour tous points 
xEGNQeætyEQ 

f()—f I <M-ly—xl"*t, 


où M est une constante. Le diamètre du cube Q’ étant visiblement égal à 


Va, on en déduit que le diamètre de son image fQ’ par f est 


a s+1 
<M (+ va} , donc son image est contenue dans un cube de R" d'arète 


+1 
2M (+ Va) et de volume 
+1 
ÉIOMES-S 


où B— (2Mas*1(V/n)s*1)Mm est une éonstante indépendante de k. 
Puisque le nombre de tous les cubes Q’ est <<k” et que leur réunion contient 
l'ensemble C, N Q, il s'ensuit que l’ensemble d (C; N Q) est contenu dans la 
r 


réunion de cubes dont le volume total est inférieur à 
B B 
kt+1)m k°= gts+i)m-n ? 


et donc gens vers 0 lorsque 4 —+ (on rappelle que par hypothèse (s + 1) m — 
—n> 0). 

L'ensemble ÿ (C, M@) peut donc être recouvert par une famille (finie !) 
de cubes dont la somme des volumes est aussi petite que l’on veut. Cet ensemble 
est par conséquent de mesure nulle. 

Ce qui prouve le lemme 1 et partant le théorème de Sard. O 
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Le théorème de Sard (ou plus exactement son corollaire) est la 
clef de la démonstration de la proposition 4 de la leçon précédente 
(ainsi que du théorème de Whitney), mais pour se servir de cette 
clef, il faut procéder à des constructions simples et intéressantes 
en soi. 

* + + 


Soient Z et % deux variétés (de dimension respective z et m) 
et soit Z X % l’ensemble de tous les couples (p, g),oùpETZ,q€%. 
Pour tous ensembles UE Z et VE % l’ensemble U X V est une 
partie de l’ensemble Z X %, et pour toutes applications h : U +R" 
et 4: V—+R”" la formule 


(R X k) (p, 9) = ( (p), k (g)) 
définit une application 
khRXkK:UX V—+ RM 


* 


(nous identifions R° XR" à R***). Ceci étant, si les applications À 
et À sont injectives, l’application k X k l’est aussi, et si les ensem- 
bles k (U) et 4 (V) sont ouverts (dans R" et R" respectivement), il 
en sera de même de l'ensemble 


(k X k) (U_ X V)=h(U) Xk (V) 
dans R"*”, Ceci exprime que si (U, k) et (V, k) sont des cartes, 
(U X V,h X k) en sera une aussi. Bien plus, il est aisé de voir que 
si (U,h) est compatible avec (U"', h'), et (V, k) avec (V”, k'), alors 
(U X V,h Xk) Le sera avec (U' X V',h' X k'). En effet, il est 
clair que 


(U XV) AU X V')=(UnU)x(VNV) 
et de façon analogue 
(AU) x k(V)) N (k° (0) x k (V))= (0) N k° (0) X 
X (x (V) N k7(V")) 
(on conviendra que A X B=@ si A= @ ou B= @). Ceci étant, 
(k X klwxvineur xvn)e(k" X ÆTouxvncurxv) = 
= {(klunu-)(k" Tu au) 1] X [(klvav-)(&" Ivan v-) 11, 


et, pour achever la démonstration, il reste à remarquer que pour 
tous difféomorphismes @:W—W, et q':W’ — W° d'ensembles 
ouverts des espaces R" et R”, l’application 


pXp©:WXWW xW, 


est aussi un difféomorphisme d’'ensembles ouverts (de l’espace R°*" — 
= R° X R). cc 
15% 
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Donc, les cartes (U X V, k X k) construites pour toutes les 
cartes (U, h) et (V, k) des variétés © et % forment un atlas sur 
TZ X y. 

Définition 2. La structure différentiable sur Z X % s'appelle 
produit direct des structures différentiables des variétés Z et %, et 
l’ensemble Z X %, muni de cette structure, produit direct des va- 
riétés Z et . Sa dimension est égale à la somme des dimensions des 
facteurs : 

dim(Z x %)=—dimZ?+ dim %. 


La topologie de la variété ZX % est visiblement le produit 
direct des topologies des variétés ‘et % (cf. leçon 8). 
Remarque 1. Pour tout groupe # est définie l'application 


(2) GXS—+$, (a, bjab, a, bES. 


Un groupe & qui est une variété différentiable pour laquelle l’appli- 
cation (2) est différentiable s'appelle groupe de Lie (ou encore groupe 
différentiable). La structure différentiable de tout groupe de Lie de 
matrices & (cf. définition 1 de la leçon 11) construite dans la propo- 
sition 1 de la leçon 11 possède la propriété suivante (vérifier-la !): 
tout groupe & est un groupe de Lie pour cette structure différentiable. 
Ceci justifie la terminologie utilisée. 

Remarque 2. Dans le prochain ouvrage on montrera que si un 
sous-groupe & du groupe GL (7, R) est une sous-variété plongée 
(donc, un groupe de Lie), il sera un groupe de Lie de matrices au 
sens de la définition 1 de la leçon 11. Ceci prouve que la définition 1 
de la leçon 11 n’est pas, comme on pourrait le croire, une définition 
ad hoc et introduit une notion bien naturelle. 

Si.Z — %, on obtient une variété Z X 2 appelée carré de Z. Le 
sous-ensemble A de cette variété, composé de tous les points de la 
forme (p, p), p € Z , s'appelle diagonale de TZ X Z. 

Il est aisé de voir qu'une variété Z (ou d'une façon plus générale 
un espace topologique À) est séparée si et seulement si la diagonale A est 
fermée dans Z X ZT. En effet, dire que des points distincts p et q 
ont des voisinages U et V disjoints revient exactement à dire que le 
voisinage U X V du point (p,g)E Æ X Z ne rencontre pas À. Q 

Donc, pour toute variété séparée Z est définie la variété 2 X 
X TA de dimension 2n, où 7 = dim Z. 


* + + 


L'autre construction associe à une variété Z de dimension nr 
une variété T2 de dimension 2n. 
Soit 
TT =1 T,T 
pEŸ 
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la réunion disjointe de tous les sous-espaces TT, pE ZX. (Les 
points de l’ensemble TZ seront ainsi les vecteurs À tangents à Z.] 
Pour tout vecteur À € TZ on désignera par xA le point p € 2’ (uni- 
que !) tel que À ET,Z. Il apparaît ainsi une application 

RTE — ?T 
telle que x-? (p) = T,Z pour tout point p € Z. 

Pour tout sous-ensemble ouvert UC Z, le sous-ensemble x 7Uc 

C TZ s'’identifie de façon naturelle à l'ensemble TU. Lorsque U 
est le support d’une carte (U, h) = (U, x!, ..., x"), est définie 
l'application 

Th: TU—+ RAA, 


associant à un vecteur arbitraire À € TU le vecteur 
(Th) À = (2!,..., zx", al, ..., a") ER°, 


xl, ..., x” sont les coordonnées du point p = xA dans la carte 
(U, h), et. ai, .. ., a” les coordonnées du vecteur À dans la base 


he (à) 


de l’espace T,Z. Done 
A= a (7 0x1 }, +ee.te (= 0x” },: 


on remarquera que Îles nombres a!, ..., a" sont définis de façon 
unique par le vecteur 4.) Il est clair que l’application Th est bijective 
et donc le couple (TU, Th) est une carte dans TZ 

Soient (U,hk)et (U’,h') deux cartes de la variété Z (pour fixer les 
idées, des cartes sécantes) et soit 


(3) at = x (xl, ..., x"), i=1,...,n, 


les formules de passage des coordonnées locales correspondantes 
(dans l'intersection U f\ U'). Par définition (cf. formule (1) de la 
leçon 12) pour tout point p EU fN U” les coordonnées al, . a” 
et at”, ..., ar” de tout vecteur À € T,Z dans les cartes {U, h) et 
(U", h') sont reliées par 


, 0x? i 
(4) ai (+ }, a , 
» Ori 
où (), sont les valeurs des dérivées partielles des fonctions 
(3) au point p. 
D'autre part il est clair que TA et Th’ appliquent l’ensemble 
T(U NU’) = TU N TU’ 


respectivement sur les ensembles ouverts À (U NU’) X R" et 
h'(U NU’) X R" de l'espace R27 = R* X R', et de plus les 
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formules (3) et (4) définissent l'application Tk’ + (Th)-! du premier 
ensemble sur le second. “) application est un difféomorphisme puis- 


que le jacobien det NZ 


EUNU 

DÜne, les cartes (TU, Th) et (TU’, Th') sont compatibles. Ceci 
vaut également dans le cas où U NU’ = © (car si U AU’ = À, 
alors TU NATU' = D). 

Donc, les cartes (TU, Th) forment un atlas sur TZ et, par suite, 
définissent une structure différentiable sur TZ. 

Définition 3. La variété différentiable TZ s'appelle variété des 
vecteurs tongents à la variété Z. Elle est de dimension 2n, où n — 
= dim 

A noter que la présence des dérivées dans la formule (4) explique 
que la classe de différentiabilité de la variété TZ est d’une unité 
inférieure à celle de la variété Z (sir — © ou r = 6, les deux varié- 
tés sont visiblement de même classe C”). 

Par définition, les coordonnées locales correspondant à la carte 
(TU, Th) sont les nombres 2l,...,zx",al,...,a". (Donc, les symbo- 
les r',..., x" désignent des coordonnées locales simultanément dans 
U et dans TU. Un peu d'attention suffit pour éviter toute ambiguïté.) 

Dans les coordonnées locales x!,...,z2",a!,...,a" (sur TU) et 


xl, ..., x" (sur U) l'application x est définie par les formules 


(= ). | est différent de 0 en tout point pE€ 
LT 


= zx, i—=1À,...,n, 


où, au premier membre, x' sont des coordonnées sur U,et,au second, 
sur TU. On voit donc que l'application n est différentiable et est une 
submersion. Par conséquent, en vertu de la proposition générale 1 de 
Ja leçon 13, chaque espace tangent T nT — x"! (p) est une sous-variété 
plongée dans TZ. Les nombres al, ..., a" sont des coordonnées sur 
cette sous-variété (définies sur T, VA ). 

La variété TZ contient un sous-ensemble {', composé des vec- 
teurs nuls des espaces T,Z. 

Il est aisé de voir que T o est une sous-variété fermée difféomorphe à Z 
(le difféomorphisme Z, — Z est induit par l'application x: T2 — 

L'ensemble TZ Z, est ouvert, donc c'est une variété dont la 
dimension est 2n, où n — dim ? 


+ + +# 


Nous pouvons désormais prouver la proposition 1 de la leçon 14 
(et avec elle le théorème de Whitney). 

Démonstration de la proposition 1 de la 
leçon 14. Supposons que Ia variété Z est plongée dans R\. Pour 
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tout couple de points distincts p, gE © (i.e. pour tout point (p,q)€ 
€ TZ X ZA) est définie une droite de R\ passant par ces points. 
Soit f, (p, g) le sous-espace à une dimension de RV associé à cette 
droite (i.e. de façon suggestive, la droite parallèle passant par 0). 
Puisque les sous-espaces à une dimension de RN engendrent l'espace 


projectif RP" -!, ceci nous donne l'application 


(5) fi: TZ X L'KXA—HRRPN-1, 
On définit de façon analogue l'application 
(6) f2: TZ K Lo—RP\-1, 


en prenant pour fs (À), VA E TZ 2), le sous-espace à une dimen- 
sion de R\ (i.e. le point de l'espace RP”) engendré par À (ou 
plus exactement par le vecteur (di,)4 € T,R" = R", où dt» 
est la différentielle de l'injection 1:% — R" au point p = x (4)). 

Exercice 1. Montrer que les applications (5) et (6)sont différentia- 


bles. (Nota. Représenter ces applications en coordonnées locales.] 
Soit maintenant 


Y = (TZ X LA)L I (TINTD) 


la réunion disjointe des variétés Z X Z' A et TZ\XZ,. Cette 
réunion est une variété différentiable à 22 dimensions, et l'appli- 
cation 

f:Yy—RP\Y-1, 


qui est confondue avec f, sur Z X ZX A et avec f, sur TZ Z,, 

est une application différentiable. Donc, si 2n << N — 1, l'appli- 

cation f n’est visiblement pas surjective en vertu du corollaire au 

théorème de Sard. Ceci prouve que dans l'espace R" il existe un 

sous-espace L à une dimension n'appartenant ni à Im f, ni à Im f.. 
Considérons maintenant la projection 


(1) R\Y — Li 
de l'espace R° parallèlement à la droite L sur son orthogonal 
L! (qui est un sous-espace à N — 1 dimensions de R*). En choi- 


sissant une base dans L*, on peut admettre que cette projection est 
une application de R° dans R"7'. Soit 


(8) p:T—R\-1 


la restriction de cette application à © € R". La projection (7) 
étant continue et ouverte, sa restriction (8) l’est aussi. D'autre part, 
dire que L n'appartient pas à Im j, revient à dire que toute droite 
parallèle à L coupe la sous-variété Z en un point au plus, i.e. que 
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l'application (8) est injective. Etant une application injective con- 
tinue et ouverte, l'application (8) est un monéomorphisme. 

Considérons maintenant la condition L é Im, (qui géométri- 
quement exprime soit dit en passant que la droite parallèle à ZL 
et qui passe par p n’est pas tangente à Z en ce point). En tout point p 
de Z la différentielle (dp), de l'application (8) est visiblement la 
restriction à T,? © R" de la différentielle de la projection (7). 
L'application (7) étant linéaire, sa différentielle est confondue avec 
elle, d’où il s'ensuit en particulier que la différentielle (dp), n’an- 
nule que les vecteurs de T,Z f] L. Or cette intersection soit est 
constituée du seul vecteur nul (lorsque ZL G TZ), soit est con- 
fondue avec ZL (lorsque LE TZ). Donc, si L Œ T,Z, l'applica- 
tion (8) est une immersion au point p. Puisque l'inclusion LE T,T 
exprime que L = f, (p), ceci prouve que la condition ZL 6 Im f, 
équivaut au fait que la projection est une immersion (en chaque point 
p ET) et donc est un difféomorphisme sur son image. 

Donc, l’image p(Z) de la variété Z par la projection p est une 
sous-variété plongée dans l'espace RV”*, difféomorphe à la variété 
%. Donc, la variété Z est plongeable dans RŸ7!. CO 


Exercice 2. Montrer que toute variété à n dimensions plongeable dans RN 
peut être immergée dans R°". 
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Tenseurs. — Champs de tenseurs. — Champs de vecteurs et dériva- 
tion. — Algèbre de Lie de champs de vecteurs. 


On rappelle (cf. leçon 11.5) qu’un tenseur S de type (a, b), où 
a >0,b > 0, sur un espace vectoriel #° est par définition une appli- 
cation associant à une base arbitraire e,, . . ., e, de Ÿ” une collec- 
tion de n°** nombres CH ‘b appelés composantes de S dans cette 


base et tels que les composantes de $ dans des bases quelconques 
Ep, + + - En et ei, - - -, €," de 7 soient reliées par la formule 


où ci et ci. sont les éléments de matrices de passage inverses 
l’une de l’autre, i.e. des nombres tels que e;: = cie, et e, = 


= cŸ'e;. Chaque tenseur définit de façon unique une fonctionnel- 
le multilineaire 


SX, +. Xar 81, ..., 8) = Sn car. .. aioti .…. Es, 
de a vecteurs et b covecteurs et, d’une façon générale, s’identifie 
à. cette fonctionnelle. 

Les tenseurs de type (a, b) forment un espace vectoriel T° (7°) 
par rapport aux opérations d’addition et de multiplication par un 
nombre, définies de façon naturelle. 

Pour tous tenseurs $S et À de types respectifs (a, b) et (c, d} 
la formule 
(SSR):: = si Th RIb+1"* *Jba 
h-.-ig Âas1° * “lose 
définit un tenseur S @ R de type (a + c, b + d) appelé produit 
tensoriel des tenseurs S et À. Cette multiplication est associative et 
distributive par rapport à l’addition. 

De plus, les tenseurs sont justiciables d'une opération spéciale 

appelée convolution (cf. leçon II.6). 
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Tout vecteur est assimilé à un tenseur de type (0, 1), et tout co- 
vecteur, à un tenseur de type (1, 0). Donc, pour toute base e,, ... 
- En de 7° et tous indices ë,, . . ., Égs Jr + + es Jo —= 1, - +. 


est défini dans l'espace T° (7') le tenseur 
et Q...®esxe; ® .…. @ e;, 


où et. ..., e'a sont des vecteurs de la base duale de l'espace 7°*. 
Les tenseurs de cette forme engendrent une base de l'espace 


T! (7') dans laquelle les coordonnées de tout tenseur S sont con- 
fondues avec ses composantes, i.e. 


S= 5%: 1bel @ ... @e'r Se; @ ... Se; 


+ * + 


Nous appliquerons ces notions générales d’algèbre linéaire au 


cas où 7° est un espace tangent T,2Z à une variété différentiable Z 
en un point p. 

Soit (U, h) — (U, x', ..., x") une carte arbitraire d'une va- 
riété .Z et soit p un point de cette carte. Dans l’espace T,2 cette 
carte définit la base 


(1 Gr), (mr), 


et dans l'espace dual T2, la base duale 
(dz!),, ..., (dz"),. 
Donc, sur l'espace T,27, tout tenseur S, de type (a, b) se repre- 
sente sous la forme 
(2) Sp= e ô à 
te.) ; i 

= Si" À (dû), @ .…. @ (dr )r 8(—<-) @ … @( — ), | 

Les coefficients CHER ie (i.e. les composantes du tenseur S, dans 


la base (1))s appellent Composantes du tenseur S, dans la carte (U, h). 
(Pour des raisons d'ordre typographique nous mettrons l'indice p 
dans la notation de ces composantes.) 

Toute autre carte (U”, h') = (U”, x!°,..., x") (avec p E U”) 
définit une base 


@) (r), 7? (Fr), 


dans l’espace T,2’, liée à la base (1) par la matrice de passage 


oz . 
(4) (+ + ). | li, i=1À, ...,n. 
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Donc, les composantes du tenseur S, dans les cartes (U, h) et 
(U', h’) sont reliées par 
jui 
(6) See ia 
dx" ôx'a + O5, azib ji...) 
= , °. ! . ee u : b 
= | gr: }, azia ). gr?! }, ( 9z?b }, Si. 4 
Si maintenant le tenseur S, est défini pour tout point p € ?, 
dans la représentation (2) les composantes S°1°°"°b seront des fonc- 
io 
tions de p. Si ces fonctions sont différentiables, i.e. s'expriment 
différentiablement dans la carte (U, hk) au moyen des coordonnées 


xl, ..., zx", la correspondance p > S, s'appelle champ (diffé- 
rentiable) de tenseurs (ou plus brièvement tenseur) de type (a, b) sur 


la variété 4’. Pour les fonctions Sa" la relation (5) de- 
1°'°° a 
vient sur U N U” 


, ji. jb ÉTAL 0x Or! dr ji...j 
(6)  s k | 01 si 


d'où il résulte que la condition de différentiabilité d'un champ de 
tenseurs est indépendante du choix de la carte. 

Remarque 1. Si les variétés envisagées sont de classe C”, où r est 
un nombre fini >1, on se heurte à une difficulté caractéristique due 
au fait que les éléments de la matrice (4) ne sont en général que de 
classe C”-!. Ceci nous contraint à étudier des champs de tenseurs de 
classe C”-1. C'est pour éviter ces restrictions qu'on a convenu à la 
leçon 6 dese limiter aux variétés de classe C” (ou C°) pour lesquelles 
cette difficulte est exclue. 

Pour tout recouvrement ouvert {U,} de la variété 2, chaque 
champ de tenseurs S définit une famille de champs 


Se=Si, 


tels que pour tous indices & et $ 
(7) Sa —=Ss su Ur, N Un. 


Réciproquement, si sont donnés des champs S, sur UV, satisfaisant 
aux relations (7) (on dira de ces champs qu'ils sont compatibles sur 
les intersections), la formule 


Sp = (Sa)p: PEU, 
définit de façon unique sur Z un champ de tenseurs S$ tel que 
Slu, =, 
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pour tout « (un champ qui est donc différentiable). On dira que les 
champs S, composent S. 

Remarque 2. Un champ de tenseurs sur une variété Z peut être 
traité comme une correspondance associant à chaque carte (U, h) 


de Z une collection de fonctions différentiables CHE sur U 
Le i9 
telles que la relation (6) ait lieu sur l'intersection U f] U’ des sup- 


ports de deux cartes quelconques (U, h) et (U”, h’}). Ceci peut être 
adopté pour définition d’un champ de tenseurs. Cette défi- 
nition présente l’avantage de pouvoir être formulée immédiatement 
après l'introduction de la notion de variété différentiable sans défi- 
nitions intermédiaires, et l'inconvénient de ne pas avoir un lien 
formel direct (substituable à une analogie) avec la notion de tenseur 
dans un espace vectoriel. 

Toutes les opérations algébriques sur les tenseurs (y compris la 
convolution) se généralisent automatiquement aux champs de ten- 
seurs. Ainsi, le produit tensoriel S @ R de deux champs de tenseurs 
S et R est défini par la formule 
(8) (S © R)p = Sp ® Rp- 

Il est clair que des champs différentiables donneront des champs 
différentiables par ces opérations. 

On voit en particulier que l’ensemble T7 des champs de ten- 
seurs de type (a, b) sur une variété À est muni d'une structure d'espace 
vectoriel. 

Cet espace est de dimension infinie (pour nr >> 0). 

Pour (a, b) = (0, 0) les champs de tenseurs ne sont autres que 
des fonctions différentiables sur 2, et l'espace vectoriel T°, 
l'espace vectoriel F.Z des fonctions différentiables sur Z. L'espace 
vectoriel FZ est une algèbre par rapport à la multiplication des 
fonctions, et de plus la formule 


(S)p =f(P)Sps 1EFXY, SET 


(qui est un cas particulier de la formule (8)) définit l'opération de 
multiplication 
FT X TaT = To 


par rapport à laquelle, ainsi que le montre une vérification immé- 


diate, l'espace vectoriel TX est un module sur l'algèbre FT. 

Pour (a, b) = (0, 1) les champs de tenseurs s'appellent champs 
de vecteurs. Un exemple de champs de vecteurs sur un voisinage de 
coordonnées U (traité comme une variété) nous est fourni par le 
champ : 

) t 0 . 
(9) rip (er), i—1, ...,n, 


qui s’appelle i-ième champ de vecteurs de coordonnées sur U. 
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Pour (a, b) — (1, 0) les champs de tenseurs s'appellent champs 
de covecteurs. Exemple: le i-ième champ de covecteurs de coordonnées 


(10) dr: pr—+(dz')p 


sur le voisinage de coordonnées U. 

La formule (2) affirme que tout champ de tenseurs S sur U se 
décompose d'une seule façon en un produit tensoriel de champs de 
vecteurs et de covecteurs de coordonnées sur U: 


A1) S=S han .@ der 2. @ 


Oxi: 


257b 
En particulier, sur U tout champ de vecteurs X est de la forme 
Fe) 


Ori ‘ 


(12) X= Xi 


et tout champ de covecteurs a, de la forme 
(13) a= a; da, 


où Xieta;,i = 1,..., n, sont des fonctions différentiables sur U. 
Par définition, l'existence du développement (11) exprime que 
pour tout voisinage de coordonnées U, l'espace vectoriel T°U est un 
module libre sur l'algèbre FU de base 
îa a _9_ _9_ 
dr Q ... © dr 2x 8-5. 

Si 2 est une variété arbitraire, le module T7 n'est générale- 
ment pas libre (sur l'algèbre F2) et sa structure algébrique peut 
être très compliquée. 

Une variété Z dont tous les modules T?2 sont libres s'appelle 
parallélisable. 


+ + * 


Etudions les champs de vecteurs plus en détail. 

Comme déjà dit à la leçon 12, tout vecteur À € T,2Z permet d'as- 
socier à une fonction f (définie et différentiable au voisinage de p) 
un nombre ÀAf, dérivée de cette fonction par rapport à 4. Il s'ensuit 
que pour tout champ de vecteurs X sur une variété Z et toute fonc- 
tion fEFZ, la formule 


(14) (XP) (p) = Xpf, PE ZSs 


définit une fonction Xf sur Z. Les formules pour Àf citées à la 
leçon 12 impliquent que dans une carte arbitraire (U, h) — 
= (U, xl, ..., x") de © la restriction de la fonction Xf à U est 
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définie par la formule 


(45) Xf=X'—È sur U, 
où X',i—1,..., n, sont les composantes du champ de vecteurs X 


dans la carte (U, h). Donc, la fonction Xf est différentiable sur U 
et, par suite, sur Z tout entière, puisque Ü est arbitraire. 

La formule (14) définit par conséquent une application X (visible- 
ment linéaire) de FZ dans F.?, appelée opérateur différentiel li- 
néaire du premier ordre sur Z, engendré par le champ de vecteurs X. 
[Cette terminologie est motivée par la formule (15) qui, comparée 


à la formule (12), explique aussi le choix de la notation _ pour les 
e 4 


champs de vecteurs de coordonnées.] 

Soit # une algèbre (pas nécessairement de dimension finie et 
associative). 

Définition 1. Une application linéaire 


D' A — 41 
s'appelle dérivation si 
D (ab) = Da-b + a-Db 
pour tous éléments a, b € #. 
En particulier, les dérivations de l'algèbre FZ (appelées géné- 


ralement tout simplement dérivations sur Z') sont des applications 
linéaires 


D'FT-FZ 
telles que 
(16) D (ge) = Dj-g + j-Dg 


pour des fonctions f et g quelconques différentiables sur 2. 

Il est aisé de voir que l'opérateur différentiel linéaire X: FT — 
— FT engendré par un champ de vecteurs X est une dérivation sur T'. 
En effet, la règle de dérivation du produit et la formule (15) entrai- 
nent la réalisation immédiate de l'identité (16) sur chaque voisinage 
de coordonnées U pour toutes fonctions f, g € F.Z. Donc, elle est 
réalisée sur la variété Z tout entière. O 

J1 se trouve que ceci épuise toutes les dérivations sur 2’ si la 
variété Z est séparée. 

Théorème 1. Toute dérivation D sur une variété Z séparée difjé- 
rentiable (de classe C°) est engendrée par un champ de vecteurs. Ce 
champ est unique. 

Pour prouver ce théorème nous aurons besoin du lemme suivant: 

Lemme 1. Soient T une variété séparée différentiable, U une sous- 
variété ouverte de Z, f une fonction différentiable sur U. Pour tout 
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point po € U il existe alors sur Z une fonction différentiable j, et un 
voisinage W de p,telsque Wa Uet 
Î = Î1 sur W. 


Ceci étant, on peut admettre subsidiairement que f, = 0 à l'extérieur 
de U. 

Démonstration. En vertu de la proposition 2 de la le- 
çon 44, il existe dans Z des ensembles ouverts V et W tels que 


pEW, We, Veau, 


et pour le couple (V, W) existe la fonction d’'Urysohn œ. Pour tout 
point pE Z posons 


p(p)f(p) si PEU, 
h)= | 0 si péU. 


Il est clair que la fonction f, est différentiable et coïncide avec la 
fonction f sur W. D'autre part, par construction, f, — 0 à l’exté- 
rieur de U. O 

Corollaire 1. Pour tout voisinage U d'un point arbitraire p, d'une 
variété séparée différentiable ZX, il existe un voisinage W de p, et une 
fonction œ différentiable sur Z tels que 


: 1 sipeW, 
e(p)= 0 si péU. D 


On remarquera que œ (p,) = 1 et We U. 

Soit maintenant D une dérivation arbitraire sur une variété Z. 

On dira que des fonctions f et g différentiables sur Z sont égales 
à proximité d'un point p, € À si elles prennent les mêmes valeurs 
dans un voisinage de D. 

Corollaire 2. Si des fonctions f et g sont égales à proximité d'un 
point de À, il en sera de même des fonctions Df et Dg. 

Démonstration. Supposons que f — g dans un voisinage 
U du point p,. Considérons la fonction (f — g) æ, où west la fonction 
du corollaire 1. Il est clair que (f — g) @ — 0 sur Z tout entière, 
i.e. la fonction (f — g) œ est le zéro de l’espace vectoriel F2. Donc, 
la fonction D [(f — g) @] est aussi un zéro, puisque D est linéaire. 
Comme 


D {(f — g) gl = (Df — Dg) eg + (f — g) D, 
ceci prouve que 
(Df — Dg) g + (f — g) Dp = 0 


sur ? tout entière et en particulier sur le voisinage W de p, envisagé 
dans le corollaire 4. Or, f = g et @ = 1 sur W, donc Df — Dg = 0 
et, par suite, Df = Dg sur W. CO 
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Remarque 3. Du lemme 1 il s'ensuit également que pour tout 
point po € U et tout champ de tenseurs S sur U il existe un voisinage 
W & U de p, et un champ de tenseurs S, sur À tout entière, tels que 


S—=S, sur W. 


Pour prouver ceci, il suffit d'appliquer le lemme 1 à chaque com- 
posante du champ $ (et à prendre l’intersection des voisinages corres- 
pondants W). 

La propriété exprimée par le corollaire 2 s'appelle propriété 
locale de l’application D. Cette propriété entraîne l'importante 
proposition suivante: 

Proposition 1. Pour tout ensemble ouvert U & Z' il existe une seule 
dérivation 


D y: EU —}> FU 
compatible avec D, i.e. telle que 
(17) Du lu) = Df lv 


pour toute fonction f différentiable sur À. 
De façon suggestive cette propriété exprime que dans le dia- 


gramme 
FT FU 
D | Ÿ Du» 
À —+ FU 


dont les flèches horizontales figurent des restrictions, on obtient 
la même application F2 — F U quel que soit le chemin suivi pour 
aller du coin supérieur gauche au coin inférieur droit. De tels dia- 
grammes sont dits commutatifs (nous avons eu affaire aux diagram- 
mes commutatifs à la leçon 3). 

Démonstration de la proposition 1. Sup- 
posons que la dérivation D; existe et soit g une fonction diffé- 
rentiable sur U. En vertu du lemme 1, pour tout point ps € U il 
existe sur 2 une fonction g, = £g1.p, confondue avec g à proximité 
de p,. En outre, en vertu de la propriété (17), Dyg = De, lu et 
donc en particulier 


(18) (Dug) (Po) = (Dgi) (Po)- 


D'autre part, si g! est une fonction différentiable sur Z, également 
confondue avec g (donc avec g,) à proximité de Do; la propriété 
locale de l’application D nous dit qu’au voisinage de p, on a Dg, = 
— Dgi, donc en particulier 


(19) (Dg1) (Po) = (D£gi) (Po) 


Donc, le second membre de la formule (17) est indépendant du choix 
de la fonction g, et est défini exclusivement par la fonction g et le 
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point p.- Ceci exprime que sur U la fonction D,;g dépend unique- 
ment de g. Donc, l'application D: g + Dug est unique. 

Pour prouver son existence on prendra la formule (18) pour dé- 
finition de la fonction D,,g. Cette définition est cohérente d’après 
la formule (19). Bien plus, si g, — g dans un voisinage W de p,, 
alors pour tout point p € W la fonction g, — g1,r, peut tenir le 
rôle de la fonction g,, dans le calcul de la valeur (D,g) (p) de 
D yg au point p. Ceci exprime que D,yg = Dg, non seulement en p, 
mais à proximité de p,. Donc, à proximité de chaque point de L, 
la fonction D,g est confondue avec une fonction différentiable 
sur Z. Par conséquent, la fonction D,;g est différentiable sur U, 
i.e. la correspondance g + Dyg est l'application 


Dy: FU — EU. 


Si f, g sont des fonctions différentiables sur U, et f,, g, des fonc- 
tions différentiables sur 2, respectivement confondues avec f et g 


à proximité de p,, la fonction f, + g, sera confondue avec f + g 
à proximité de p,. Donc, 


[D y (f8) (Po) = (D (f81)] (Po) = 
= [Dig + h-Dg1] (Po) = [Duf-g + f-D;l (Po); 


et, par suite, l’application D y, qui est visiblement linéaire, est une 
dérivation sur U 


Enfin, si f est une fonction différentiable sur 2, pour la fonc- 


tion g = f |u le rôle de la fonction g, (pour tout point p, € U) peut 
être tenu par la fonction f. Donc, 


De (f lu) = Df lc. DO 


D'une façon générale, au lieu de D;;g on écrira tout simple- 
ment Dg. 


Pour démontrer le théorème 1, nous aurons encore besoin du 
lemme suivant: 

Lemme 2. Soit (U, h) = (U, x', ..., x") une carte d'une variété 
Z de classe C”. Au voisinage de tout point p, € U, chaque fonction f 
différentiable (sur U) se représente sous la forme 


(20) f = (po) + (&' — xt) fr, 


OÙ fi - - -, fn Sont des fonctions différentiables (au voisinage de p,) 
et xl, ..., xS les coordonnées de p,. 

Démonstration. Soit x, = k (p) et soit r > 0 un nombre 
tel que tout point x € R" tel que | x — x, | << r appartienne à l’en- 
semble ouvert k (U). Alors pour la valeur f (x), en un tel point x, 
16-0964 
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d’une fonction arbitraire f différentiable sur À (U), on aura 
0 

F2) —f (ro) = | 5 f(Ro+ 5 (x—x0)) ds = 
(4) 


1 
= (2i— 2) | 2 (xo +5 (x—x)) ds, 


0 


i.e. la formule 


(x) = 1 (x) + (2° — 25) 1 (x), 


1 
f(x) = ( cn (xo+ s(x— x0)) ds. 
0 


Pour achever la démonstration, il reste à passer à l’aide du difféo- 
morphisme » des fonctions sur À (U) aux fonctions sur U. DO 
Pour toute dérivation D d’une algèbre .{ à unité 1, on a l'égalité 


D1 = D (1:1) = D1:-1 + 1-D4 = D1 + D1 = 2D1, 


donc, 
D1 = 0. 


L'application D étant linéaire, on en déduit que Da = 0 pour tout 
élément a ER du champ principal. 

Pour les dérivations sur une variété différentiable Z (i.e. les 
dérivations de l’algèbre F2) ceci exprime que toute dérivation sur T 
donne un zéro d'une fonction constante. 

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour prouver 


le théorème 1. 
Démonstration du théorème 1. Comme toujours 


on commencera par établir l’unicite. 

Supposons qu’une dérivation D sur 2 est engendrée par un champ 
de vecteurs X. Ceci exprime que dans chaque carte (U, xl, ..., x") 
de la variété 2, toute fonction f différentiable sur Ü est justiciable 


de l'égalité 
Df=x'T sur U, 
où X!,i—1,..., n, sont les composantes du champ de vecteurs X 
sur U (et où le symbole D désigne en fait D). En particulier, 
Dzri = Xi, i=1,...,n, 


ce qui prouve l’unicité de À. 
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Supposons maintenant que D est une dérivation arbitraire sur 2 


(qui, rappelons-le, est supposée séparée et de classe C°”). Pour toute 
carte (U, x!, ..., x"), considérons les fonctions différentiables 
sur U 


Xi= Dr, i=1,...,n. 
Soit f une fonction différentiable sur U. En appliquant l'opé- 
rateur D (ou plus exactement l'opérateur D, où W est un voisinage 


du point p, en lequel a lieu (19)) à sa représentation (20), on trouve 
que 


Df = X'fi + (z'— x) Df, sur W, 
donc que 


(21) (Df) (Po) = À" (Po) fi (Po)- 


(La propriété locale de D nous permet de remplacer D par D.) 
L'égalité (21) est évidemment valable non seulement pour les 
dérivations sur Z, mais aussi pour toute dérivation sur U. En 


particulier, elle l'est pour la dérivation —. Donc, 
gi 


) 
(er {) (Po) = fi (Po). 
et, par suite, en vertu de la formule (21) 
i 0 î 
(Dÿ) (Po) = XŸ (pe) 2 (po) = (Xi) (po). 
Le point p, étant un point arbitraire du voisinage U, ceci prouve que 
Df=Xi#5 sur U, 


i.e. la dérivation D est engendrée sur U par le champ de vecteurs 
Xu de composantes X1, ., À” 

De façon analogue, pour toute autre carte (U”, xt, ..., x’) 
la dérivation D sur U” est engendrée par le champ de vecteurs Xu- 
de composantes Xi’ — Dzrt’. Ceci étant, d’après la propriété locale 
de l’opérateur D, pour toute fonction f on aura sur l'intersection 
U NU’ 


’ 2 __ vs Ôf 
En appliquant cette équité aux fonctions de passage zx — 
= tt (xl, ..., x"), on obtient immédiatement 


Oz?” 
’ { 


16e 
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i.e. les champs de vecteurs X 4 et Xu- sont confondus sur U f} U’. 
Donc, en posant pour tout point pE 


À p — (X u)ps 


où U est un voisinage de coordonnées de p, on définit de façon uni- 
que un champ de vecteurs X sur 2’, tel que X |y = X y quel que 
soit U. Donc, ce champ est primo différentiable, secundo engendre la 
dérivation D. O 

Question de contrôle. A quel endroit de la démonstration a-t-on 
utilisé l'hypothèse que 2° est une variété de classe C” ? 

En vertu du théorème 1, les champs de vecteurs sur 2 sont géné- 
ralement identifiés aux dérivations. (Ce qui en particulier justifie 
a posteriori la notation Xf pour représenter l’action sur f de la déri- 
vation engendrée par le champ de vecteurs X.) 


*k # * 


Il est clair que pour toute algèbre #, la somme de deux dériva- 
tions ainsi que le produit d’une dérivation par un nombre sont des 
dérivations, i.e. l’ensemble Der # de toutes les dérivations de l'algèbre 
+ est un espace vectoriel (qui est un sous-espace de l’espace vectoriel 
End,,..4# de tous les opérateurs linéaires #4 —+ 4). 

On appelle commutateur (ou crochet de Lie) de deux opérateurs 
linéaires D,, D,: #4 — A l'opérateur 


[D;, D;] — D,D, _— D,D.. 


11 est aisé de voir que pour toute algèbre # le commutateur [D,, D;] 
de deux dérivations arbitraires D,, D,: Æ# — Æ est aussi une dériva- 
tion. En effet, 

[D,, D:] (ab) — D, (D, (ab)) — D, (D, (ab)) — 
— D, (D,a-b + a-D,b) — D, (D,a:b + a-D,b) = 
— D,D,a-b + D,a-D,b + D,a-D,b + a-D,D,b — 
— D,D,a-b — D,a-D,b — D.,a-D,b — a-D,D,b = 
= (D,D, — D,D,) a-b + a-(D,D, — D,D,) b = 
= [D,, D.|a-b + a: [D,, D,) b 


pour des éléments arbitraires a, b E 4. Q 

L'opération de commutation D,, D, + [D;, D,1 étant visible- : 
ment linéaire par rapport à D, et D. ceci exprime que l'espace 
vectoriel Der # des dérivations de l'algèbre .À est une algèbre par rap- 


part à la commutation. 
Il est clair que la commutation est anticommutative, i.e. 


[D;, D] — —[D;, D] 
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pour des opérateurs linéaires quelconques D, et D, (qui ne sont pas 
nécessairement des dérivations). 

En outre, pour tout triplet d'opérateurs D,, D., D,, on a l'identité 
(22) [[D:, D;], D;] +([1D;, D:;], D,]+ 1123, D;], D,]= 0. 
En effet, 
(LD, D], D:] = (DD: — D,D;) D3 — D: (DD: — D;,D;) — 

= D,D,Ds — D,D,D3 — D;D,D, + D;:D,D;, 

donc, le premier membre de la formule (22) est la somme de douze 
opérateurs de la forme D;D;D,, dans laquelle chacun d'eux figure 
deux fois avec des signes contraires. Cette somme est donc nulle. [ 

L'identité (22) s'appelle identité de Jacobi. 

Ceci nous suggère la définition générale suivante: 

Définition 2. On appelle algèbre de Lie une algèbre munie d’une 
multiplication anticommutative et vérifiant l'identité de Jacobi. 

On a ainsi prouvé que l'algèbre Der # est une algèbre de Lie. 

Les dérivations de l'algèbre des fonctions différentiables F 


n'étant, en vertu des identifications effectuées, autres que des 
champs de vecteurs sur 2, on trouve en particulier que Les champs 


de vecteurs sur une variété séparée différentiable de classe C° forment 
une algèbre de Lie. 

Cette algèbre est généralement désignée par aZ. 

Par définition, 


[X, Y]f = X (Yÿ) — Y (XP) 
pour tous champs de vecteurs X, Y sur 2’ et toute fonction f € FZ. 
I] s'ensuit que 
(23) [eX, YI=glX, Y]—Ye.x 
pour toute fonction g EFZ. En effet, 
(84, YTf = gX (PP) — Y (gXf) = 
= SX (YP) — Ye-Xf — 8Y (Xf) = eg [X, Y]f — Yg-Xf 


pou toute fonction fEFZ. [ 
) 


X=XiT et Y=ri 2, 
z dx? 


dans une carte (U, x!, ..., x"), on a pour toute fonction f diffé- 
rentiable sur U 


ZX, YIf=x (PNY (Xp=x (vi) (xl) = 


oxi 


= xi (viL)-y: (xi )= 


oxt 0x 0xi ri 
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= x D 0 gps PE ps SX pis ET 


xt Or EEE 0x) 0x) ôri Ozxi dzidri — 
dr i oXi ôf 
— (x 0x Vr oz) | oxt * 


Ceci prouve que dans chaque carte (U, x!, ..., x") les composantes 
{X, Y]' du champ de vecteurs [X, Y] s'expriment par la formule 
(24) LX, YÉ= x TT Yi cs . i=i, 
où X!1,..., X", Y1,..., Ty sont les composantes des champs X 
et Y respectivement. 

Remarque 4. Nous avons déjà utilisé le terme « algèbre de Lie » 
pour les espaces vectoriels de matrices envisagées par la définition 
des groupes de Lie de matrices (cf. définition 1 de la leçon 11). Il 
est évident que l'espace vectoriel Mat, (R) = 9, (R) des matri- 
ces d’ordre 7x est une algèbre de Lie par rapport à la commutation 
des matrices [B,, B,] = B,B, — B,B,. Donc, il en sera de même 
de toute sous-algèbre (de tout sous-espace vectoriel g stable pour 
cette opération). D'autre part, si g est le sous-espace de la défi- 
nition 4 de la leçon 11 et si B,, B, € 9, les matrices etB: et eff, 
t ER, appartiennent au groupe £ en vertu de la condition 1° de 
cette définition. Donc, ce groupe contiendra aussi la matrice 
A; — etBietBe-tB1g-tB: — 
=(E+Bi+...)(E+Bt+...)(E—-Bit+...)(E—-B;t+...) = 

=E£E+1[B,, B,] t? + .. 
où les points de suspension désignent les termes de puissance supé- 


rieure à 3 en t. Puisque À, —> £ lorsque t{ —+ 0, la norme de la matrice 
A—E est <1 pour ft assez petit et, par suite, est définie la matrice 


B,= ln A (A4 —E)— +... 218, BJje+ 


.…. n, 


Comme B, —+ 0 lorsque t —+ 0, sa norme | B, | vérifie l'inégalité 
| B; | << 1n 2 pour t assez petit et, par conséquent, la matrice B; 
appartient à g d’après la condition 2° de la définition 1 donnée à 


la leçon 11. Ce sous-espace contiendra alors la matrice #, donc 
la matrice 


._ B . 
lim = lim (LB, B2]+ ...)=[B,, B:]. 


Par conséquent, g est une algèbre de Lie (une sous-algèbre de l'al- 
gèbre de Lie gi, (R)). Les sous-algèbres des algèbres de Lie 
in (R) s'appellent algèbres de Lie de matrices. 
Remarque 5. A noter qu'il existe des algèbres de Lie de matrices 
qui ne sont des algèbres de Lie d’aucun groupe de Lie de matrices. 
Nous reviendrons sur cette question au prochain tome. 


LEÇON 17 


Courbes intégrales de champs de vecteurs. — Champs de vecteurs et 
flots. — Transfert de champs de tenseurs par des difféomorphis- 
mes. — Dérivée de Lie d’un champ de tenseurs. 


On appelle courbe sur une variété différentiable Z une applica- 
tion différentiable 


(1) y: la, b— 


d'un intervalle Ja, b[ de R dans Z (cf. notion de courbe à la le- 
çon 1). 
La différentielle (dy), d’une courbe y en tout point t € Ja, bl 
est une application linéaire de l'espace à une dimension T, ja, bl — 
= R dans l'espace T,x4,2, caractérisée de façon unique par le 
vecteur 


‘ ô 
(2) PU)= (dy (5). 
de l’espace T1, 2 en lequel elle transforme le vecteur de base 
(+), de l'espace T,]a, b[. 


Définition 1. Le vecteur y (t) s'appelle vecteur tangent à la courbe 


y en {. (Par abus de langage, le vecteur y (t) s'appelle aussi vecteur 
tangent à la courbe y au point p = y (t).) 
Soit maintenant X un champ de vecteurs sur Z. Par définition, 
le champ X associe à chaque point p € Z un vecteur X, ET, Z. 
Définition 2. Une courbe y s'appelle courbe intégrale (ou tra- 
jectoire) d’un champ de vecteurs X si 


(3) y) = Xyw pour tout t € Ja, bl. 
On dit qu'une courbe y est contenue dans une carte (U, h) = 


= (U, xt, ..., z')siy (t) E U pourtoutt € Ja, bl. Une telle courbe 
est définie par » fonctions différentiables 


(4) zt'=zt(t), a<t<b, i=1,...,n, 


et le vecteur tangent + (£) vérifie l'égalité 
ô 


VO=z (0) (57) 
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(prouvez-le !). Donc, pour une courbe dans U, l'équation (3) équi- 
vaut à un système de nr équations différentielles 


(5) zi(t)= Xifri(t), ..., z"(t)), i=1,..,n, 


du premier ordre, où X', à — 14, ..., n, sont les composantes du 
champ de vecteurs À dans la carte (U, hk) (ou, plus exactement, 
leurs expressions en fonction des coordonnées x!, . .., x"). 

On voit donc que les équations (3) généralisent, à des variétés 
arbitraires, la notion de système d'équations différentielles du 
premier ordre défini dans un domaine de l’espace R". On les appelle 
équations différentielles sur la variété T. Ces équations sont étudiées 
en théorie des équations différentielles et sortent pour l'essentiel du 
cadre de notre exposé. 

Toutefois, pour compléter notre exposé et mettre en évidence le 
trait spécifique des équations générales (3), nous allons formuler 
et prouver le théorème fondamental d'existence et d’unicité de leurs 
solutions. 

Il est clair que pour tout intervalle partiel 7” de l'intervalle 
I = Ja, bi la restriction Y |r: de la courbe intégrale y à J’ sera aussi 
une courbe intégrale du champ de vecteurs X. Une courbe intégrale 
(1) est dite maximale si elle n’est la restriction d’aucune courbe 
intégrale définie sur un plus grand intervalle. 

Soit t € R. On dit qu'une courbe (1) passe pour t = t, par un 
point p € Z si primo elle est définie sur -un intervalle Ja, b[ de R 
tel que a << t, << b et secundo y (to) = p. 

Théorème 1. Si une variété © est séparée, pour tout point p, € © 
et tout champ de vecteurs X sur ©, il existe une seule courbe intégrale 
maximale y: [— Z du champ X passant par p, pour t = te. 

Démonstration. Soit l l’ensemble de toutes les courbes 
intégrales + du champ de vecteurs X passant pour { = {, par le 
point po. L'équation (3) étant équivalente à un système (5) d'équa- 
tions différentielles ordinaires dans toute carte (U, h) contenant le 
point Po, le théorème classique d'existence et d’unicité de la solu- 
tion de tels systèmes affirme l'existence d'au moins une courbe inté- 
grale y du champ X telle que y (f,) = p,. Ceci exprime que l’en- 
semble T n'est pas vide. 

Soient maintenant y,: 2,—+% et y,: 1, —+ Z deux courbes 
intégrales de l. Considérons l'intersection 71, = 1, f Z, des inter- 
valles Z, et Z,, qui est de toute évidence un intervalle de l'axe 2 
contenant le point p,, et son sous-ensemble C composé de tous les 
points t E I, tels que y, (t) = y: (t). Par hypothèse, t, EC, donc 
l'ensemble C n'est pas vide. 

Soit t, EC et soit (U, h) une carte contenant le point p, — 
— y, (4) = Y: (4). En vertu du théorème d'existence et d'unicité 
des solutions de systèmes d'équations différentielles, sur un inter- 
valle Z de R contenant le point f,, il existe une seule courbe inté- 
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grale y: Z—> Z du champ X telle que y (£,) = p,. Ceci étant, on 
peut admettre sans perdre en généralité que Z € 1,. Dans ces con- 
ditions, les restrictions y, |; et y: |r Seront une telle courbe y et, 
en vertu de l’unicité, seront confondues. Par définition, ceci exprime 
que Z CC. Donc, pour tout point #, € C il existe un intervalle 7 
contenant ce point, tel que 7 & C. Donc, l'ensemble C est ouvert 
(dans R et, par suite, dans J,). 

Considérons maintenant une application y, X Ve: 11 Lx 2 
définie par la formule 


(Ya X Ve) () = (y1 6), v2 ()), tET. 


Il est clair que l'application y, X y, est continue et que l’ensem- 
ble C n'est autre que l'image réciproque (y, X y:)"! À par cette 
application de la diagonale A = {(p, p);, pEZ} du produit 
TZ X Z (cf. leçon 15). La diagonale À étant fermée dans le cas d'une 
variété Z séparée, on en déduit que l’ensemble C est fermée dans I,. 

L’intervalle 7, étant connexe, on a prouvé que € = Z,. Ceci 
exprime que deux courbes intégrales quelconques de TV sont confondues 
sur l'intersection de leurs domaines de définition. 

J1 s'ensuit que si l’on désigne par 7, l'intervalle sur lequel est 
définie la courbe y € let si l'on pose 

I1= VI, 
ver 
et 
Yo(t)=y(t), 1€, 


on définit de façon cohérente l'unique courbe intégrale maximale 
Yo: Z— Z du champ X pour laquelle + (4,) = po. D 
Exercice 1. Construire une variété non séparée à deux dimensions Z et 


un champ de vecteurs X sur 4”, tels que pour un point p, € 4 il existe deux 
courbes intégrales du champ X passant par p, pour { = {,. 


à + à 


Soit to = 0. 

Pour tout point p € Z désignons par y? la courbe intégrale 
maximale du champ À passant par p pour { = 0, et pour tout t ER 
pour lequel le point yX(t) est défini posons 


qe (p) =? (1). 
Donc, œ? est une application dans % du sous-ensemble D, € Z 
composé des points p € 2 pour lesquels est défini le point y} (?). 
Exercice 2. Montrer que l'ensemble D, est ouvert (dans ©) et que 
(pour D, = ©) l'application gx: D, + © est différentiable. [N ot a. 
Se servir du théorème de dépendance des solutions de systèmes 
d'équations différentielles par rapport aux conditions initiales.] 
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Exercice 3. Montrer que les applications @, = qY jouissent des 
propriétés suivantes : 

a) Il existe une fonction continue e: Z —+ R prenant des va- 
leurs strictement positives, telle que p € D, pour |t | << e& (p). 

b) L'application œ, est définie sur Z tout entière (i.e. D, — 
et est l'application identique id de Z. 

c) Si g(p)E D, (en particulier, si |s [<< e (y, (p))), alors 
D € D ,+: et 


(6) Ps (pe (P)) = P; +1 (p)- 


{[Nota. Pour prouver la proposition a) se servir du théorème de 
dépendance des solutions des équations différentielles par rapport 
aux données initiales. La proposition b) est évidente. Pour établir 
la proposition c) il suffit de remarquer que les courbes s — Vos) (s) 


ets —+ yÀ (s + t) sont des courbes intégrales maximales du champ X, 
passant par le point ; (p) pour s = 0.] 
Par abus de langage, la propriété c) est généralement exprimée 
par l'identité 
Ps © Pr —= Ps+t. 


Définition 3. Une famille d'applications différentiables œ,: D, — 
— Ÿ jouissant des propriétés a), b) et c) s'appelle flot sur la variété 2. 

On voit donc que chaque champ de vecteurs X EaZ induit un 
{lot {p*} sur Z. 

Réciproquement, tout flot {p,} définit un champ de vecteurs X 
sur Z à l'aide de la formule 


Xp —=Yr(0), PEZ, 
où y} est une courbe t > pr (p), | t | << € (p). 

Un flot {q:: D; —+ Z'} s'appelle partie d'un flot {p:: D: T} 
si D, € D, et y [2° = p, pour tout ER. Un flot {y:} est dit 
mazimal s'il n’est la partie d'aucun autre flot. 

Il est clair que 

1° Un flot {w,} et toute partie {p:} de ce flot engendrent le 
même champ de vecteurs À. 

2° Le flot {p*} induit par le champ de vecteurs X est maximal. 

Donc, la formule 


champ X =-flot {p*} 
établit une correspondance biunivoque entre les champs de vecteurs 


et les flots maximaux sur À. 
La fonction ge étant continue et donc 


lim e (pr (p)) = ep) > 0 
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pour tout point p € Z, il existe une fonction continue ô: 2 +R 
telle que 


[t|<e(p.(p)) pour |t|< 6 (p). 


Soit O, un sous-ensemble ouvert de la variété 2°, composé de tous 
les points p € Z tels que | { | < 6 (p). Il existe alors un 6, > 0, 
plus exactement 6, = 6 (p.), tel que p, E O4 pour |t | << 6, (de 
sorte que l’ensemble O, n’est visiblement pas vide pour f assez petit). 

Puisque pour p E O,,i.e. pour | t | << 6 (p}), est défini un point 
Pr (o: (p)) confondu, en vertu de la propriété c), avec le point p, 
la restriction de l'application ; à l’ensemble O, est une application 
bijective de cet ensemble sur l’ensemble (visiblement ouvert) O; = 
— 10; (l'application réciproque est ®.; lo:)- Les applications 


et o-# étant différentiables par définition, ceci prouve que pour tout 
tER (pour lequel l'ensemble O, n'est pas vide) l'application y, est 
un difféomorphisme de O, sur O:. 


* + + 


Soit maintenant m: Z —+—% un difféomorphisme de variétés 
différentiables et soit S un champ de tenseurs de type (a, b) sur 
une variété %. Par définition, les composantes Si. 4 de $ dans 
chaque carte (V, k) sur % sont des fonctions différentiables sur Y. 
D'autre part, pour toute carte (U, h) sur Z le couple (V, 4), où 
V = qU et k = ho ”}, sera visiblement une carte sur 4. A la 
limite de ce qui vient d’être dit, définissons un champ de tenseurs 
o*S sur Z en admettant que dans chaque carte (U, h) ses compo- 
santes sont 


(7) (PSN: = 5711110 0 (plu), 


où si! He sont les composantes du champ S dans la carte (qU, 


ho gp“). Etant donné que pour deux cartes quelconques (U, h) 
et (U”, h’) sur Z, le changement de cartes k’ ° k-! est confondu avec 
(Rh'op')o(ho PT pour les cartes (qU, ho 1) et (®U/”, h’ ° ”!), 
les fonctions (p*S)i:: 4 dans diverses cartes seront liées (dans 
l'intersection de ces cartes) par la même loi tensorielle de transfor- 


mation que les composantes s?" %b du champ S. Donc, ces fonc- 
tions seront bien les composantes d’un champ de tenseurs q*S. 
On dira du champ œ*S qu'il est le résultat du transfert du champ 
S de : sur Z par le difféomorphisme . 
Exemple 1. Si le champ S est de type (0, 0) (est une fonction 
différentiable f sur %), alors 


(8) q*f = fo. 
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Exemple 2. Si le champ S est de type (0, 1) (est un champ de 
vecteurs X), alors 


(9) (PA)? = (dpp) ! Xotp) 
pour tout point pEZ, où (dp,) 1: Top YŸ TL? est l’applica- 
tion réciproque de l’isomorphisme d, : TL, 2 — To(p)Y: 


Exemple 3. Si le champ S est de type (1, 0) (est un champ de 
covecteurs «), alors 
(10) (p*a)p = (dPp)* agp) 
pour tout point pEZ,où (dæ,)* est l'application Tip® > T2 
adjointe de d, : T,Z — To(pyY. 

Exercice 4. Décrire de façon analogue les tenseurs (p*S), d'un 
champ de tenseurs S de type quelconque (a, b). [IN o t a. La corres- 
pondance S > @*S préserve toutes les opérations algébriques sur 
les champs de tenseurs. En particulier, 


(11) p*(S © T) = p*S @ p*T 


pour tous champs de tenseurs S et T sur Z.] 
Remarque 1. Il est aisé de voir que pour tous champs de vecteurs 
X,Y Ea% et tout difféomorphisme @: T —% on a 


[p*X, p*Y] = p* [X, Y], 


i.e. l'application œ*: a% — aZ (visiblement linéaire) est un 
isomorphisme de l'algèbre de Lie a% sur l'algèbre de Lie aZ:. 
(Pour le prouver il suffit de remarquer que les deux membres de 
cette formule coïncident visiblement en coordonnées locales, coor- 
données sur lesquelles @ agit par égalisation.) 

Remarque 2. On voit immédiatement sur la formule (9) que le 
transfert du champ de vecteurs n'est généralement possible que par 
un difféomorphisme. Au contraire, la formule (10) a un sens pour 
toute application différentiable @: Z > %. Donc, les champs de 
covecteurs peuvent être transférés par des applications quelconques. 
Nous reviendrons sur ce sujet à la prochaine leçon. 

Remarque 3. En désignant le champ X par Y , et le champ q*X 
par À, on peut mettre la formule (9) sous la forme suivante 
(9°) op) = (dP)p À pe 
Sous cette forme elle a un sens pour toute application différentiable 
p: © — Y. Des champs X Ea?, Y Ea% vérifiant l'égalité (9°) 
en chaque point p € Z sont dits œ-Liés. 

Exercice 5. Montrer que si des champs X,, X: E a sont q-liés respective- 
ment avec des champs Y,, Y2E€a%, le champ [X1, X32) le sera avec [Y,, Y 


INota. Des champs X EaT et Y E a sont œ-liés si et seulement si pour toute 
jonction f E FY on a X (op) = Yfo®. 
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* + * 


Appliquons maintenant la construction générale exposée au cas 
particulier de difféomorphismes de la forme 4. 

Soit $ un champ de tenseurs de type (a, b) sur une variété 2 
et soit pE Z. 

Par définition, p € O; pour | t | < 8 (p), donc pour tout t tel 
que | {| << 6 (p), est défini au point p le tenseur (@’? S), (où S désigne 
de toute évidence la restriction de S à O;), et, par suite, le tenseur 
(pfS)p — Sp. Posons 


(12) (ExS), = lim (Sp 5» 
{0 


où X est le champ de vecteurs engendré par le flot {:}. 

Le point p étant un point arbitraire de la variété Z, les tenseurs 
(12) forment un champ de tenseurs £,S de type (a, b) sur Z. On 
montrera plus bas, moyennant le calcul de ses composantes dans 
une carte arbitraire (U, h), que le champ &,S est différentiable. 

Définition 4. Le champ &,S s'appelle dérivée de Lie du champ 
de tenseurs S par rapport au champ de vecteurs X. 

Il est aisé de voir que pour chaque champ de vecteurs X l'applica- 
lion £+ est une dérivation de l'algèbre des champs de tenseurs sur la 
variété T, i.e. 8, est linéaire, et pour tous champs de tenseurs S 
et T on a la formule 


(13) Br (SQT)= 8x SQT+SOQExT. 


En effet, la linéarité est évidente ; pour prouver la formule (13) il 
suffit de remarquer qu’en vertu de la formule (11) 


pi (SQT)—SQT= (PIS — S)QpIT + SS(pPiT —T) 


pour tout {. [] 

Exercice 6. Montrer que l'opération £+ commute à l'opération 
de convolution des champs de tenseurs (par rapport à tout couple d'in- 
dices). 

Si un champ S est une fonction différentiable f, d'après la for- 
mule (12) 


mn £ (EL (P))— 1 (p) 
£& - sn l CR 
(&xf) (p)= lim ‘ 


pour tout point p EZ. Soit (U, h) = (U, z!, ..., x") une carte 
de Z telle que p E U, et soit f = f(x, ..., x") sur U. Si z' = 
= 2" (ft), i=1,...,n, sont les équations paramétriques de la 
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courbe intégrale t —> @, (p) du champ ZX dans la carte (U, h), alors 


lim Æ(@:@)—f() jm GO, :.., 27 (9)—f (7 (0), +, (ON 
10 Co 1-0 t 


_ df(z!(t), ..., z7(4)) | — (2 2) dzi (4) 
— dt {m0 (5 p dt {m0 


=(-7), Xr= (NE), 


où X!,i — 1,..., nr, sont les composantes du champ de vecteurs X 
dans la carte (U, h). 

Ceci prouve que £,-f = Xf sur Ü, donc, puisque la carte (VU, h) 
est arbitraire, que 


(14) £xf = Xf sur Z. 
Donc, l'opération £, est une généralisation de l'opération X avec des 


fonctions sur des champs de tenseurs arbitraires. 
En vertu de la formule (13) il s'ensuit en particulier que 


(15) Ex (JS) = Xf-S + fExS 
pour toute fonction f et tout champ de tenseurs S. 
Supposons maintenant que le champ S est un champ de covec- 
teurs &, donc, en vertu de la formule (10), 
(pra)? = (dp)? agpr- 


Par conséquent, la valeur (gfæ), À du covecteur p’a sur un vecteur 
A ET,Z s'exprime par la formule 


(pia)p À = Gp) ((dPt)p À). 
Donc, si dans la carte (U, h) 
A= a! ( 9 


ôxt 


}, et a=a;dz, 


et l'application ®, est définie par les fonctions 
y*= qi (xt, es z"), 
alors 


. 1 98% o _ 
(pfa) Az [a (p: (p)) (dr°)o(p)] (a (x ), (57 Je) = 


=, (Ps (pP)) a (5) 


et en particulier 


(pf&)p (+ ET ) = (pe (P) (SE ôzt L) ° 


P 
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Puisque pour tout covecteur EE T5 27 
9 
EE (+ L (dz')ps 


ceci prouve que 


(ta) = (ao qu) (p) (2) (Az, 
Donc, 


‘ gi 
(gfa)p— an = | (a » qu) (p) (2 ),— eu @) ] (x, 
et, par suite, 
(&xa)»= F1 (p) (dz'}p, 
où 
dv? 
 (aogn(p) (5) —ar(r) 
Be CD) = in ———"——. 


Supposons en fparticulier que «= dr”, ie. a, — 6;. Alors 
(&; © Pr) (p) = 6ifpour tout t et, par suite, 


(Æ), à à | dvi a pô 

e FA 

B: @)=lim t + (5) = l)) 
(Remarquons que ôi (2%). car q* (xl, ..., x") — x.) Mais 


si comme plus haut fzr' = z'(t) sont les équations paramétriques 
d’une courbe t > p, (p) dans lai carte (U, h), alors par définition 


zi(t)}=pi(z!, ..., 20), i=1, ...,n, 
où ri, ...,9 zo sont les coordonnées du point p, et donc 


8p} dzk (t) 


ot t=0 — dt 
où X*, k—1,...,n, sont comme plus haut les composantes du 
champ de vecteurs X dans la carte (U, h). Donc, dans le cas envisage 


] p=(+), 


— YR — 
Lu =X (p), k=1, ...,n, 


Ceci prouve que 
k ., 
Exd#= 2 dsi sur U 
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et, par suite (cf. formule (15)), 

8 x (ox d2*)= Xoy dal ay 2 dri, 
i.e. 
(16) £xo= (Xa+o Sri —) dz' sur U, 
ou sous la forme plus symétrique 


£a — (x* ta (TN TE FT) ds sur U. 


On voit en particulier — conformément à la proposition générale 
<i-dessus — que le champ de covecteurs £,& est différentiable. 

La dérivée de Lie £-Ÿ du champ de vecteurs Y par rapport au 
champ de vecteurs X peut être obtenue par un calcul identique. 
Mais dans le cas d'un champ de covecteurs & arbitraire, il est plus 
simple d'envisager le champ de tenseurs & @ Ÿ sur la variété 7 
et de se servir du fait, primo, qu’en vertu de la formule générale (11) 


£r(aQY)=£8r0QY +aQ8rY 


et, secundo, que l'opération £, commute à l'opération de convolu- 
tion des champs de tenseurs par rapport à tout couple d'indices (cf. 
exercice 5 ci-dessus). Puisque le convolé du champ a @ Y est vi- 
siblement la fonction différentiable 


a(Y): prap(Yp), 
on en déduit que 
(17) 8r(o(Y)]=(£8xre) (7) +a(ExT). 
Dans une carte arbitraire (U, h) la fonction & (Y) s'exprime de toute 
évidence à l’aide de la formule 
a(Y)=aYt sur U, 
où a; et Yi, i—1,...,n, sont les composantes respéctives des 


Æ<hamps & et Y et donc, en vertu des formules (14) et (16), la for- 
mule (17) devient 


XlaY'}=(Xa+o, si )Y'+a .Z* sur U, 


Où Zi,i—1,...,n, sont les composantes du champ de vecteurs 
£+xŸ dans la carte (U, h). 
En particulier, pour «&; — 6; on en déduit que 


xyi = yit gi, 
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1.e. 
A =xyi— Yi= x! Le LZSA 


En comparant ce résultat avec la formule (22) de la leçon précé- 
dente, on découvre aussitôt que Z? — [X, Y]’ et, par suite, 
(18) ExY = [X, Y]. 
Dans une algèbre de Lie @, l'application 
z—{a, zx], a, x Eg, 
est désignée par le symbole ad a. En se servant de cette notation, 
on peut écrire (18) sous la forme suivante: 
— ad X sur aZ. 


Nous avons ainsi appris à calculer £, sur des fonctions, des 
champs de covecteurs et des champs de vecteurs. Etant donné qu'un 
champ de tenseurs arbitraire S s'exprime dans (VU, h) par la formule 

S= Sir. drh @ .… dre @——® … ®@— 


on peut, en se servant de la formule (11) (et de son cas particulier 


(15)), calculer toutes les composantes (8,5): % du champ £,S 
dans la carte (U, h). Sans détailler la formule correspondante, on 
peut affirmer a priori qu'elle exprime les composantes (Er). 
sous forme d’une somme de produits des composantes de $S et de X 
par leurs dérivées. Ces composantes sont donc des fonctions diffé- 
rentiables et, par suite, le champ £,S est différentiable. 

Exercice 7. Montrer que 


PE 2h 
. ‘ 4,-..1 
.. k 
+ Sir a sh» 7 te: + SÀ ° rar 9X —— 

LA ?: ia 4, ceetoi dz"a | 

. Jp 

hi OX ok... OX Q...init OX" 

— Si APE KA Ozkh S; APE LP Orkh DIRE MX À PEL 
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Formes différentielles linéaires. — Formes différentielles de degré 
quelconque. — Formes différentielles en tant que fonctionnelles de 
champs de vecteurs. — Produit intérieur d’un champ de vecteurs par 
une forme différentielle. — Transfert d’une forme différentielle par 
une application différentiable. 


Etudions maintenant les champs de covecteurs sur 7. Un tel 
champ «a s’écrit dans une carte (U, x!, ..., x") sous la forme 


a = a; dz' sur U 


(cf. formule (13) de la leçon 16), i.e. se représente par une forme 
linéaire des différentielles dz!, ..., dr” des coordonnées locales. 
Pour cette raison, les champs de covecteurs sont généralement appelés 
formes différentielles linéaires (et les fonctions &;, i=1,...,n, 
coefficients de ces formes dans la carte (U, h)). L'espace vectoriel 
T,2 des formes différentielles linéaires se désigne aussi par le 
symbole Q17. 

Pour toute forme différentielle linéaire & et tout champ de vec- 
teurs X la formule 


æ(X)(p)= ap (Xp), PEX, 


définit une fonction & (X) sur Z. Cette fonction est désignée aussi 
par les symboles (&, X), i,æ& et X__] &, et s’appelle produit intérieur 
de la forme & et du champ X. Dans chaque carte (U, k) — (U,zx!, ... 
-., Z”) la fonction æ& (X) s'exprime par 

(1) a (X) = a:X, 

où Xi sont les composantes du champ X, et &, les coefficients de la 
forme & dans la carte (U, h), d’où il résulte immédiatement que /a 
fonction a (X) est différentiable sur Æ. {A la leçon 17 nous avons déjà 
considéré cette fonction lors du calcul de la dérivée de Lie d’un 


champ de vecteurs.] 
Donc, pour toute forme différentielle &œ € G@12, la formule 


X— a(X) 
définit une application 
(2) a: FT 


FORMES DIFFÊRENTIELLES LINÉAIRES 239 


qui est de toute évidence un morphisme de FZ'-modules, i.e. vérifie 


la relation 
a (JX) = ja (X) 


pour toute fonction f EFZ et tout champ X € aZ. 

On dira que le morphisme (2) est engendré par la forme diffe- 
rentielle «. 

Proposition 1. Pour toute variété séparée différentiable Z la corres- 
pondance 


(3) forme à = morphisme (2) 


est un isomorphisme de l'espace vectoriel QT sur l'espace vecturiel 
Hompræ (a%, FT) des morphismes (2). 

La démonstration de cette proposition passe par celle de quel- 
ques lemmes simples sur les morphismes (2). On admettra dans ces 
lemmes que la variété Z est séparée. 

On dira que des champs de vecteurs X et Y sont confondus à pro- 
zimilé d'un point p € TZ s'ils le sont dans un voisinage de ce point. 
(Cf. dans la leçon 16 une définition analogue pour les fonctions.) 

Lemme 1 (propriété locale des morphismes aZ7 — F7). 
Si des champs de vecteurs X et Y sont confondus à proximité d'un 
point p E Z, pour tout morphisme (2) les fonctions a (X) et &« (Y) Le 
sont aussi. 

Démonstration. (Comparer avec la démonstration du 
corollaire 2 au lemme 1 de la leçon 16.) Supposons que X = Y dans 
un voisinage ÜU du point p et soit @ une fonction différentiable 
TZ — R égale à 0 à l'extérieur de U et à 1 dans un voisinage WE U 
de p (cf. corollaire 1 au lemme 1 de la leçon 16). Le champ q-(X—Y} 
est alors nul sur ©’, i.e. est le zéro de l’espace vectoriel aZ'. Donc. 
en vertu de la linéarité du morphisme «, 

a p-(X—Y)] = 0 
et, par conséquent, @-œ& (X — Ÿ) = 0. Puisque @ = 1 sur W, cect 
prouve que & (X — Ÿ) = 0 sur W, donc, &« (X) = & (Y) sur W. [] 

Lemme 2. Supposons que U est ouvert dans © et soit p, E U. Pour 
tout champ de vecteurs X” sur U, il existe alors un champ de vecteurs X 
sur T tel que X° = X à proximité p,. 

Démonstration. (Comparer avec celle du lemme 1 de la 
leçon 16.) D’après la proposition 2 de la leçon 14, il existe dans 
des ensembles ouverts V et W tels que 


Po € W, W QC Y, V & U, 
et pour le couple (V, W) existe la fonction d'Urysohn œ. Considé- 
rons un point quelconque p € 2° et posons 
x = (FO si pEU, 
p O0 si péU. 


17% 
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Il est clair que le champ X: p — X, est différentiable sur 2 et 
coincide sur W avec le champ ZX”. O 
Corollaire 1. Pour tout point p, de la variété À et tout vecteur 
A ET ?, il existe un champ de vecteurs X sur Z tel que 
Xp, = À. 


Démonstration. Soit (U,h) = (U, x!,..., zx") une 
carte telle que p, € U et soit 


A= oi | 


æ 
Ôzt Pe_ 
Définissons un champ de vecteurs X” sur U en posant 


Xp= a | 


7.) 
ox! p 


pour tout point p € U. D'apres le lemme 2, il existe un champ X 
sur Z? tel que X” = X à proximité de p,. En particulier, X,, — 
= X,,= À. 0 

Corollaire 2. Pour tout ensemble ouvert U © Z, tout morphisme 
a: a? +F induit un seul morphisme 


(4) au : aU —+ FU, 

qui est justiciable du diagramme commutatif 
a? —+ aU 

(5) Le A tay 
FT — FU, 


dont les flèches horizontales figurent des applications de restriction, i.e. 
tel que 


a(X)|u =au(Xlu) 


pour tout champ de vecteurs X sur Z'. (Comparer avec la proposition 1 
de la leçon 16.) 

Démonstration. Supposons que le morphisme &, existe 
et soit X un champ de vecteurs arbitraire sur U. En vertu du lemme 2, 
pour tout point p € U il existe un champ de vecteurs X” sur Z con- 
fondu avec X à proximité de p. Ceci étant, si X” = X au voisinage 


W de p, alors 
au (X) lw = & (X”) lw 
et, en particulier, 
(6) au (X) (p) = & (X°) (p). 
En outre, d'après la propriété locale du morphisme «&, pour deux 


» 


champs quelconques X” et X” sur Z confondus à proximité de p 
avec À, on aura l'égalité 


(6°) æ (X°) (p) = & (X”) (p) 
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qui prouve que le second membre de la formule (6) est indépendant 
du choix de X. Ceci prouve l’unicité du morphisme ay. 

Pour démontrer l'existence du morphisme &,;,;, définissons pour 
tout champ de vecteurs X sur Ü la fonction &æy (X) à l’aide de la 
formule (6). Cette définition est cohérente en vertu de la formule (6). 
De plus, si À” — À au voisinage W de p, alors ay (X) = « (X’) 
sur W, d’où il résulte que la fonction & y (X) est différentiable sur U, 
donc, la formule au: X — ay (X) définit une application 


au: aU—+ FU. 


Si maintenant X EaU et fEFU, tandis que X, EaT et 
h EFZ,et de plus X = X, et f — f, à proximité de p, alors fX — 
= f,X, à proximité de p, donc 


au (X)(p) = à (fX;) (p) = (fie (X)) (p) = 
= j, (p)-a (4) p) = f (p)-œu (X) Gp) = Ua y (X) Gp). 


Donc, au ({X) = fau (X) et, par suite, «y est un morphisme de 
modules. | | 

Enfin, tout champ X sur Z étant susceptible de servir de champ 
X" pour le champ X |y (par rapport à un point quelconque p € U), 


on a . : 
au (X Îu) (6) = & (X) (p) 

en tout point p E-U. Donc; le diagramme (5) est commutatif. [ 
Lemme 3. Dans toute carte (U, h) = (U, x!', ..., x"), tout 

morphisme (4) agit d'après la formule 

(7) te - av {(X) = a;X", 

où &;, à = 1, ..., n, sont des fonctions différentiables sur U, et Xi, 

i—1,...,n, les composantes du champ de vecteurs X dans la carte 

(U, h). 


’ - . 0 
Démonstration. Puisque X=X"- sur U,ona 


a (X)= av (5) Xi: aiXi, 
où ace(ér). 0 


Corollaire 1. Le morphisme (4) est engendré sur U par la forme diffé- 
rentielle 


(8) au = dx. O 
Désormais nous sommes en mesure de prouver la proposition 1. 


Démonstration de la proposition 1. Pour 
ne pas nous embrouiller dans les identifications, dans cette démons- 
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tration nous désignerons par a le morphisme (2) engendré par la 
forme «. Il est clair que l'application (3) est linéaire. Supposons que 


a = 0,i.e. &h (XP) = 0 pour tout champ de vecteurs X sur Z et 
tout point p E Z. En vertu du corollaire 1 du lemme 2, pour tout 
point ps € Z et tout vecteur À ET, Z il existe un champ X € aZ 
tel que À», — À. Donc, æ», (4) = 0, i.e. æ&,, = 0 sur T,,2. Par 
conséquent, &@œ = C. 

Ceci prouve que l'application (3) est un monomorphisme. 

Soit un morphisme arbitraire $: a? +FZ. En vertu du 
corollaire 1 du lemme 3, pour toute carte (U, hk) — (U, x!, ..., x") 
le morphisme B,-:: aU — FU est engendré par la forme (8), où 


&; — 5) . Si (0”,h)=(U0",zt,..., x") est une autre 


carte et si le morphisme $4- sur l” est engendré par la forme au, = 
— «à; dr'’, d’après la propriété locale du morphisme $, on aura sur 
l'intersection U f lU/’ 


a; dr' = a; dri’. 
Ceci montre qu'en posant 
Gp = (œu)ps PEU, 


on définit de façon unique un champ de covecteurs & sur Z tel que 
a |[u = &Gu pour tout voisinage de coordonnées U et donc, primo, 
a est différentiable, secundo, il engendre le morphisme B (i.e. est tel 


que a —= $). 

L'application (3) est donc un épimorphisme. [] 

Dans la suite on identifiera en principe les formes différentielles 
linéaires (les champs de covecteurs) sur © et les morphismes (2) 
qu'elles engendrent. 

Remarque 1. Attirons l'attention sur le fait que l'application (3) 
est un morphisme de FT -modules, i.e., dans les notations introduites 
pour démontrer la proposition 1, pour toute forme «& € Q12’ et toute 
fonction fEFZ, on a 


fa = fa, 
où le morphisme fa est défini, selon l'usage en algèbre, par la 
formule (fæ)(X)= fa (X). 


Les champs de tenseurs w associant à tout point p € 2 un tenseur 
antisymétrique wp, i.e. (cf. leçon 11.8) un tenseur de type (r, 0) dont 
les composantes changent de signe par toute transposition des indi- 
ces, sont d’une très grande importance. (Le nombre r s'appelle 
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degré du champ w.) Pour tous champs 8 et w de tenseurs antisymétri- 


ques, la formule 
(8 A O)p = 6, A OPE 


où 6, /\ wh est le produit extérieur des tenseurs 8, et w, (cf. le- 
çon 11.8) définit un champ 6 À\ w de tenseurs antisymétriques dont 
le degré est égal à la somme des degrés de 6 et w. Si les champs 8 
et w sont différentiables, il en est de même de 8 /\ w, puisque les com- 
posantes du produit extérieur s'expriment algébriquement en fonc- 
tion des composantes des facteurs. 

Les propriétés algébriques du produit extérieur de tenseurs anti- 
symétriques (par exemple, l'associativité et l'anticommutativité; 
cf. leçon II.8) sont toutes valables pour leurs champs. Donc, dans 
le produit extérieur d'un nombre quelconque de champs de tenseurs 
antisymétriques, on peut omettre d'écrire les parenthèses et, pour 
tous champs 6 et w de tenseurs antisymétriques, on a la formule 


A 8—=(—1)"*68A «w, 


où r et s sont les degrés respectifs des champs « et 6. 

Pour r = 0, le champ w est une fonction f, et le produit exté- 
rieur @ À 6, le produit ordinaire f8 de la fonction f par le champ 8. 

Les expressions classiques des tenseurs antisymétriques de type 
(r, 0) en fonction des produits extérieurs des covecteurs de la base 
duale (cf. formule (8) et proposition (8) de la leçon II.8) montrent 
que chaque champ de tenseurs antisymétriques sur un voisinage de 
coordonnées U s'exprime par la formule 


(9) = oi... dtt À ... \ drtr= 
= >...» wWi,...i, drtt À ... A dr'r, 


1<i,<...<i,<n 


uù &;,...4, Sont les composantes du champ « dans la carte (U,zx!, ... 


..., Z') (qui sont des fonctions différentiables sur U). Ceci explique 
que les champs de tenseurs antisymétriques soient aussi appelés 
formes différentielles sur la variété Z. 

Pour r — 1, on obtient les formes différentielles linéaires étu- 
diées plus haut, pour r — 0, des fonctions différentiables sur Z. 

Toutes les formes différentielles de degré r = 0 engendrent un 
sous-espace vectoriel Q72 de l’espace T,2Z des champs de tenseurs 
de type (r, 0). Donc, ®2Z = FT et Q1Z = T,Z (alors que pour 
r > 1, l'inclusion 9"? € T,Z est visiblement stricte). On s'est 
déjà servi plus haut du symbole Q12'. 

Remarquons que 

QZ = 0 

pour tout r > n. 
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En traitant les tenseurs de type (r, 0) comme des fonctionnelles 
multilinéaires de vecteurs, on peut associer à toute forme différen- 
tielle w-de degré r et à tous champs de vecteurs X,, ..., X, une 
fonction © (X,, - .., X,) sur Z dont la valeur en un point p E Z 
est définie par la formule 


O(X,, -.., Xr)(p)=0p((Xins +. (Xr}n). 
. Si dans la carte (U, xt, ..., x") 


© = D > @i,...4 dr A... dz'r 
1Si,<...<1,æn 


et 
F) 4. 0 
X,= Xi gr ? À, =; gzir ? 
alors 
s XP... X°r 
@ (X,, , X,) = a) °°° au) wi, rl es + «+ ".| sur CU 
1<i,<...<i,<n "lou 
X;'...X'r 


(ct. formule (5) de la leçon 11.8). Donc, la fonction o (X,, ..., X,) 
est différentiable. | 
L'application 


(10) w:aZ7 X ... XaZ? F2, (X,...,X;) > © (X,, ..., À,), 
. r fois ! 
est de‘toute évidence FZ-multilinéaire, i.e. est un morphisme de 
FT-modules par rapport à chaque argument. De plus, elle est anti- 
symétrique, i.e. change de signe par toute transposition des argu- 
ments. 
De même que pour r = 1 (cf. proposition 1 et remarque À), 
si une variété T est séparée, pour tout r > 1 la correspondance 


(11) forme de degré r — application (10) 


définit un isomorphisme du FZ-module Q'T sur le FT-module 
de toutes les applications FZ-multilinéaires antisymétriques (10).La 
démonstration qui reprend ad litteram celle de la proposition 1 est 
laissée au soin du lecteur (qui est vivement conseillé de l’effectuer 
en détail !). Dans la suite, on identifiera d’une façon générale les 
formes différentielles avec les applications correspondantes (10). 

Remarque 2. De façon analogue, des champs de tenseurs quel- 
conques sur Z de type (r, 0), r > 0, s'identifient à des applications 


PRODUIT INTÉRIEUR 265 


FZ-multilinéaires (pas forcément antisymétriques) 


aT x ... xaTtFZ, 

— 5 — 

et les champs de tenseurs de type (r, s), r > 0, s > 0, à des appli- 
cations F.Z-multilinéaires de la forme 


(12) S:at x... xar KXQTx ... XQLT— FT. 
r fois | s fois 
En particulier, 
at — Homk + (QT, F2) 


(au champ X est associée une application FZ-linéaire ix: a — 
—+ À _ja). Donc, pour s = 1, chaque champ (12) peut être traité 
comme une application FZ-multilinéaire 
S:aZ? x... xa?—+a?, 
r fois 
associant aux champs de vecteurs X,, ..., X, un champ de vec- 
teurs S'(X,, ..., X,) tel que 


S(Xy +. À) _Ja=S(X,, ..., X,, à) 
pour toute forme différentielle & € Q17. 


- « Exercice 1. Donner une interprétation identique de l’application (12) 
pour s > 1. 
+ + * 


En, vertu de l'identification (11), chaque champ de vecteurs X 
permet d'associer à une forme quelconque w de degré r >> 0 la forme 
ixo = À __} w de degré r — 1, dont la valeur sur les champs de vec- 
teurs X,, ..., À, est définie par la formule 


(X 23 @) (Xp, ce Korn) = OX, Xi... Xy). 


La forme X __] w s'appelle produit intérieur du champ X par la forme 
&. [Pour r = 1, nous l’avons déjà étudiée au début de cette leçon.] 
Pour r = 0 (i.e. dans le cas où la forme w est une fonction) on 
admettra par définition que X _j w — O pour tout champ X. 
On appelle battage © de type (r, s) une permutation de degré 
n = r + s qui préserve séparément l’ordre respectif des nombres 
4,...,r et des nombres r + 1, ...., r + s, i.e. telle que 


G(1)<...<ot(r) et c(r+1)<... <Lo(r +s). 


On démontre (faites-le!) que, lorsque les formes différentielles sont 
traitées comme des applications (10), le produit extérieur 6 À w 
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d’une forme 8 de degré r par une forme «w de degré s est défini par la 
formule 


(13) (BAG) (Ar -.., Xon)= 
= D EoO (Xocin ---1 Âotr)) © (Xotr+t)s + + +1 A otr+s))s 
où la sommation est étendue à tous les battages o de type (r, s). 


I1 s'ensuit que le produit intérieur X _j(8/\ w) du champ de 
vecteurs X par la forme 8 /\ w est justiciable de la formule 


(14)  X _J (OA ©) = (X 18) A © + (—1) BA (X _ w), 


où rest le degré de la forme 6. En effet, en vertu de la formule (15) 
pour tous champs de vecteurs X,, ..., X,+._ 


X_J(B A w)(Xn .-., Xras-1) = (8 A @)(X. X1, ... Xvs-1) = 
— 2 Eo0 (You ..... Yotr)) © (or 139 .. Y'otr+s))e 


((X 18) À w) (Xi, +. Xrys-1)= 


— D Eo0 (Yi, Y'o(2): ... Yatr)) © (Yatr+1)s ..) Ÿ'otr+s))r 


où, =X,Y: = X,,...,Y,4, = XÀ,+.-, et où dans la première 
somme © parcourt tous les battages de type (r, s) et dans la deuxième 
seulement ceux pour lesquels © (1) — 1. Puisque pour tout battage © 
de type (r, s) soit o (1) = 1, soit © (r + 1) = 1, on en déduit que 


(15) (XI À &)—(X 16) À &)(Kn ces Krse-i) = 
= 2 Ec0 (Y'ott} 1! Yotr)) (Q) (Y Yotr+2) ... Y'otr+s))+ 


où la sommation est étendue à tous les battages o tels que © (r + 1) — 
= 1. 
Mais chaque battage © de type (r, s) tel que © (r + 1) = 1 défi- 
nit à l’aide de la formule 
o(a)—1 si a=i, ...,r, 
Tt (a) = 
G(a+1)—1 sia=r+1, ..., r+s—1, 


un battage t de type (r, s — 1) pour lequel 
oui) = Axis eee V'otr) = Ârtr)s 
Votr+2)= Âttr+ir es V'otr+s) = Âttr+5—1) 
et 
eo=(—1)'e.. 
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Donc, le second membre de la formule (15) est égal à 
(—1) D Ex O (Lx +. Lx) OX, Lrétio +5 Âttr+s-1)) = 


=(—1) (6 À (X À &@)) (X;, .. Xr+5-1); 


ce qui prouve la formule (14). 
On appelle antidérivation un opérateur linéaire D associant forme 
à forme, tel que pour toutes formes 6 et w 


D (6A ©) = DON\ w + (—1) 8 A Du, 


où r est le degré de la forme 6. Dans cette terminologie, la proposi- 
tion prouvée exprime que pour tout champ de vecteurs X l'opérateur 
ix — X __] de multiplication intérieure par X est une antidérivation. 


à + + 


Soit f: TZ —+%Y une application différentiable quelconque et 
soit w une forme différentielle de degré r > 0 sur #. A tout point 
p € Z associons un tenseur antisymétrique (f*w), sur T,2? prenant 
sur des vecteurs À,, .... A, € T,2 la valeur 


(Ffo)p (A1, - - -, À,) = ©, ((df}» 41, - .., (df)p Ar), 
où comme toujours qg = f (p) et 
(df)p: Tp Z —+ TpY 
est la différentielle de l'application f en p. Si 
(U,h)={(U,z!,...,z7") et (V,k)=(V, ul, ..., y") 
sont des cartes des variétés Z et % telles que fU € V et si 
y —=#f(xl,...,z"), j=1,..., m, 


sont des onctions définissant l'application f dans les cartes (U, h) 
et (V, k), alors 


en (Sr) = (he des cn 
donc 


(f*o); (( ne }. ...s ( ne },)= 
0 


j j, 
(2), (es (( A) ce (2) 


pour tous indices i,, ..., à, = 


, --., R. Mais par définition 


1 
<<), | £ \=0;,.….5, (9 =(w;...sof) (p); 
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où &;,...;, sont les coefficients de la forme w dans la carte (V, k). 
En introduisant de façon analogue les fonctions 


rose Ga (fc) 2 (5) 


on obtient donc pour tous indices i,, ..., is —1Â, ...,n l'égalité 


j j, 
(16) (f*o):i,. à ="... 2 (w; jf); 
9x1 gr 


sur U qui montre en particulier que les fonctions Go)i,.s, sont 


différentiables sur U. 
Donc, la formule 


(19) fo= ©... Ÿ (f*w)i,...i drh À ... À dz'r 


1Sii<. ..<i, SA 


définit une forme différentielle f*w sur U. 

: La Comparaison des définitions montre maintenant qu’en chaqué 
point p € U cette forme prend la valeur (f*w),. Ceci prouve que la 
correspondance 

p + (f*o)h _. 
définit une forme différentielle f*w sur À’. La forme f*w s'exprime 
par la formule (17) dans chaque carte (U, x!', ..., x") (i.e. les fonc- 
tions (16) sont les coefficients de cette forme dans la carte (U, x!, 


.., æ)).  . 
Définition 1. On dit de la forme f*w qu'elle se déduit de la forme 
wo moyennant un transfert par l'application différentiable f. 
I] est clair que l'application 


fi: Q'y — QT, w—+ f*o, 
est linéaire et commute à la multiplication extérieure : 
f* (BA ©) = f*8A f*w 


pour toutes formes 6 et w sur %. 
De plus, si f: © + et g: % —+ &, alors 


(go f)* = f* 0 g*, 


et si f — id: ? — ? est l'application identique, alors f*: Q7Z + 


— Q'T est aussi une application identique. 
Pour r = 0, dans le cas où la forme « est une fonction diffé- 


rentiable g: %—"®, on a 
ff = go. 
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Lorsque f est un difféomorphisme @, la construction de la forme 
f*w est un cas particulier de la construction générale de p*S de la 
leçon 17. (Comparer avec la remarque 1 de la leçon 17.) 

Pour toute sous-variété % de la variété Z et toute injection 

:Y TZ, 1 PPeatOn 


+: QT — Q' 
est une restriction associant à la forme w sur Z la forme © [4 sur %, 
telle que 


(o [g)p (As - + +» A7) = ©p (41, -.., À,) 


en tout point pE% et pour tous vecteurs À4,, ..., À, ET,Y 
(où l’espace T,% est de toute évidence traité comme un sous-espace 
de l’espace T,7). 

Remarque 3. La construction de la forme f*w se généralise immé- 
diatement aux champs de tenseurs de type (r, 0), r > 0. Pour un 
tel champ S sur %, le champ f*S sur .Z est défini par la formule 


(*S)p (Aus + + Ar) = Sy ((df)n is + +, (df)p Ar); 
où pEZ, g =f(p) et A1, ..., A, ETLZ, et les composantes 
Shi. du champ f*S s'expriment en fonction de celles Sin, 
du champ S$ par la formule 


(F*S),...i, = Ds ... Lu (Si. : of). 


ôz 1 oz" 


Signalons que cette construction ne se généralise pas aux champs 
de type (r, s), avec s >> 0 (si, bien entendu, f n’est pas un difféo- 
morphisme). 
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Différentielle extérieure d’une forme différentielle. — Dérivée de 
Lie d’une forme différentielle. 


On sait de la leçon 12 que toute fonction différentiable f sur une 
variété 2’ définit en tout point p E Z un covecteur (df), agissant 
à l’aide de la formule 


(df)» À = Af, A ET,Z7, 
et, par suite, la forme différentielle linéaire 
appelée différentielle de la fonction f. Dans chaque carte (U, x!,... 
..., æ*) cette forme s'exprime par la formule 

ôf 
df=-7 dr‘ 
et donc est une forme différentiable. En tant que morphisme de 
FT-modules a? —+ F2, la forme df agit à l’aide de la formule 
(1) df(X)= Xf, XEaz. 
Il est clair que l'application 
d: QT + Q1Z, fr—+ df, 


est linéaire et telle que 
d (fe) = df-g + jf: dg 


pour toutes fonctions f et g. 
L'application d se généralise de façon naturelle aux formes 


différentielles de tout degré. 
Proposition 1. Pour toute variété différentiable T et tout r > 0, 
il existe une seule application 


d: QT + 9717, 


possédant les propriétés suivantes : 
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1° L'application d est linéaire. 
2° L'application d est une antidérivation,. i.e. pour deux formes 
différentielles quelconques 8 et w on a 


d (8A w) = dû A © + (—1) 8 A dw, 


où r est le degré de la forme 0. 
3° Pour toute application différentiable f : © — Y et toute forme 
w sur %, on a l'ésalité 


dffo = f* do. 


4° Pour toute fonction f € Q%2, la forme df est sa différentielle (1). 
59 Si wo = df, où fE 2, alors 


do = (. 


Démonstration. Comme toujours en pareille situation, 
on commencera par prouver l'unicité. 
Soit (U, h) = (U, x', ..., x") une carte quelconque de Æ, 
et soit 
w|u= Ÿ .…. Ÿ @i,...i. dti À ... A dzr. 
1Ki...<i,&n 


En désignant la forme 
d (& |u) = do lu 


par do, on trouve immédiatement en vertu des propriétés 1° à 5° 
que 
(2) dou= 2...Y du:i...; dr À ... A dzr= 


1<i<...<i,<n 
00:,...; . i 
— ÿ ... D — 53 — di À dré À ... A dr”. 


1&h<...<i,£n 


Donc, la forme dwy = do ly et par suite — puisque le voisi- 
nage de coordonnées Ü est arbitraire — la forme dw sont définies 
de façon unique par la forme w. Ceci exprime que l'application d 
est unique. 

Pour prouver son existence, définissons sur chaque voisinage de 
coordonnées U une forme do # à l’aide de la formule (2). Si (U, x!,... 

.., x”) et (U’, x!°, . .., x”) sont deux cartes de la variété Z" et si 


Wi,...1, di NA... dz'r sur U 


OO = ... ' 
1<is< .. <i, SA 
et 
& = 2 D) op, 4e dati A... \Adzr sur U, 
1<Li1<...<i,<n 
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alors 
0x"! Oz!" 
C4, i, — °°° =: 0), Fr sur U N U" 
ôz ! ôz ” 
donc, 
r {, ° 0 
9 tio-ct, ôr' 2z À =” w dz'i 
ôxi nu oz: zi ah Oz°r 1--.tr gr" 
i” 0 
0z" ‘0. ir 
7 getr ôzte 
D'autre part, pour toute fonction f, 
__93f j— 02f j 
(GB) ras di A dre D rss dat À dei + 
i<j 
î j— 
+2 ALES d'Adr=2z PL) Zron d2 À da?+ 
y i<j 
02f 92f - - 
1 — RE RÉ î J 
+ 2 Ten 8x LT di A dr'= » xl 0x) Oz) oi ] dx' À dz=0. 
i<J 
car dt A dr? — —dz/ dz' et les dérivées partielles secondes ne 


dépendent pas de l’ordre de dérivation. Donc, en particulier pour 
tout À = À, ...,7r, 


dx ik 


———7 dr A dr 0, 
Oxzi dx * 
et par suite 
r ° … , 
ôzt1 0° ‘h d tr 
à : ee — Z Fu . Z U). r dx! Â\ dri: A . 
het 7° Ozi 97h nr Viteecir 


. A dr A... Adztr=0 
Donc, sur U NU”, 


do 
UT di A dr À... A dir 
Zzi 


= .…. ce ét y L drt À dr A .../ dr'r — 
‘0, ir or r 
= (St dz JA ) A... À (Sr dar) = 


do , 
i, Fr — 1... .Ÿr ’ is .…. ° te 
= do: ;: A dx Â ... À dzi = gt dx! A dx A \dz : 
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et, par suite, 


dv, 
D... y» — + dr Adzi À... A drtr= 


1Si< .…. <i, en 


= »...Y 4 Qui” À dti À ... À dr 


1Si<.. .<i,an 


sur ÜU NU”, i.e. 
dou = dou sur U n U”. 
Les formes dw y sont donc compatibles sur les intersections et, 


par suite, engendrent une forme différentielle dw de degré r +1 
sur .Z’, telle que 


do lu == doy 


pour tout voisinage de coordonnées U. 
Nous avons ainsi construit l'application 


d: QT — 71%. 


Il est clair que cette application possède les propriétés 1° et 4°. 
De plus, en vertu de la formule G. pour toute fonction f E F2 on 
a dans chaque carte (U, zx!, " 


a (an = à (- ds) = 71 dzt À dr =0, 


ce qui prouve la propriété 5°. 

11 suffit de toute évidence de vérifier la propriété 2° pour une 
carte arbitraire (U. x!, ..., x"). En outre, en raison de la linéarité 
de l'opérateur d, il suffit de vérifier cette propriété pour des formes 
« monômes » 


O—fdr et o = g dr, 


die = dû A ... Adzr et dzf = dr À ... | dz's. 
Mais pour de telles formes 
d (BA w) = d (fg A dis A db) = d (fg) À dx A\ drb — 
= (df-g + fedg) À dr A dzf = 
= df A d2® À g def + (—1) (FA dzt) A (dg A dr) = 
— d8A\ © +(—1) 8 A dw, 
ce qui prouve la propriété 2°. 


De façon analogue, il suffit de vérifier la propriété 3° seulement 
pour des voisinages de coordonnées (VU, h) et (V, k) tels que fU & V. 


18—0964 
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Mais dans ce cas, si 


©o—= >...) &;i,...j dy A... Adyr sur F, 
1Sj<...<j,<n CT 


alors (cf. formules (16) et (17) de la leçon 18) 
d (f*o) = ÿ D) d (f*o)s,...: drt A …. A dz, 
1Eh<...<i,En 


*“ 


ou 
mal of) = 
do). = d (2 +. nr (on... f))= 
af: o2f’s apr 
nur eur 1e o of dx 
2 dz dzi ds ôz'r (os. d + 
ÉJE ofr 0: î, afi i 
+ xt 9x7 dyi of) dzi da”, 


et donc (cf. ci-dessus les calculs analogues impliqués par la cons- 
truction de l’opérateur d), 


d(ffu= 2... 2 2... OP (Dh he de "ir of) oh 


1<h<...<i,<n ôzt: dx îr 


A 


Adzi A... Adrr. 
D'autre part, 


do= »-.. 2» — dy À dy A... A dy 
1<j,<. Li EN 
et 
f* (do) — 
= 2-2 (he F4? au A fr au À + A fr dy 
1<i,<. Li, EN 
60. 


d . fr ie. .i 
_ 5. | | —————0f OP qi A 
iSt<. .<i,€n ? 8z'r (5 T7) ) x 
° \/ di À . Â dr'r. 
Donc, d (f*o) = f* (du). 
Définition 1. La forme do s'appelle différentielle extérieure de 


la forme w. 
Pour exprimer les coefficients (dw),;..;., de la forme do dans 


la carte (U,h) — (U, xt, ..., x") en fonction de ceux. 4.1 
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de la forme w, on remarquera tout d’abord que dans la somme (2) 
on peut se limiter à la sommation sur les indices distincts à, à, ... 

-. êrs puisque, si l'indice à est confondu avec l’un des indices 
ls + + à (qui par hypothèse sont tous distincts), le terme corres- 
pondant de la somme (2) sera nul. Si les indices à, ë,, . .., i, sont 
tous distincts, rangeons-les par ordre de grandeur croissante et dé- 
signons-les par j,, . .-., jr+,. Donc, sii = j,,oùa=1,...,r + 1, 
alors 


dy = Jar + dan = Jai da — Ja+is + + Ùr = rt 
(on rappelle que par hypothèse i, << ... <<i,). Ceci étant, 
dzt À dr À ... À datr=(—1)9"1 dr À ... À dre À ... À dar 
et 


4, 2. 
QU] PRE À _ PIRE PERTE ITS" 
TT ô — PAL ’ 
où le signe * indique que l'indice correspondant doit être omis. 
Puisque l'indice i peut être l’un quelconque des indices croissants 
Ja cs Jr on en déduit que 


D... D "tr gzA drt À .…. A drr= 


1Sh<...<i, En 
r+i do 2 


= 3...> (x (pet EE go A... Adrra 


1<71< CE <ip: 1€? ami 


1.e. que 
r+i dw 2 j 
r+i 
(4) Ga). = D (1 EEE, 
ax 


Par exemple, pour la forme linéaire a — a, dx', 


ôaæ ôa . . 
(dahy= s LL Je 


Proposition 2. Traitée comme une fonctionnelle FT-multilinéaire 
de champs de vecteurs, la Jorme do est définie par la formule 


(5) (dos) (Xi °°? Xr41) — S (1x, (Xi °..1 Xe °.. X 41) + 


r r+i } h 
+ 2,,2,,(—D%o(x Xyl, Xun es on een Xbs ces Xr4y)s 


où le signe “* indique que le champ correspondant doit être omis. 
18% 
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Démonstration. Soit 6 (X,,..., X,.,) le second mem- 
bre de la formule (5). Il est clair que 
O(X, FX, Xe... Xrp) = 
— 6 (X,, Xe: 9 X »+1) + ô (ZX, À; 7 X +1) 
pour tous champs X:,, À, Xe, ..., X,+41. De plus, pour toute 
fonction fEFZ, 
O(fX,, Lo ..., rs) = fX1@ (Xe rs Xp41) + 
r+i1 


+ D, (—1)* Xco (Xi, dues Los ces Xou) + 


r+i 


+2, (— 00 (If. Xl; X2, .….. Xb: ... X 41) + 


r r+i 
HD D  (—1)%o(Xs, Xsl, fXn 
a=2 b=a+i 


. X,, ...., X,, ..., ZX,41) = fX,0 (X2, ... X 41) + 


L D, (— 1) ZX, (fu (Xi, eus Ko ces Xra))+ 


+ a 
+ 2, (—1)* fo (Xi, Xy], Xe, -.., Xy -..; Xr4)— 
—Xifeo(X,, ..., Xe, .., Xl 


r  r+i 


+2,23, (—1)%/0 (Xe, Xib Xn 


1 X,, .…..: X,, .….., X,4,) = fX,0 (À, ... X y) + 
r+i x 


+ 2, (— 4) Xsf-0 (Xi, eos Xos ces Xra) + 


r+i1 h 
+ 2, (—1)%/Xc0 (Xi, ces Las ces Xe) + 


r+1 


+ 2, (— 1) fo ([X, X4], Xe, ces Xp ces Xr) — 


r+1 


_ D, (—1)Xof-0 (Xi eos Xpy cer Xr) + 


r r+i , h 
+ » D (— 1) fo (LX, ZX]. X1 ... ZX, ...s Xp ... X +41) 


a=2 bmati 
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(on s'est servi de la relation {fX,, X,]=f[X,, À] —Xhf-X,; cf. 
formule (23) de la leçon 16) et, par suite, 


O(/X;, X 2 °.) Xr41) — f0 (X, À; ss X 41) = 
r+1 } 
= à, (— 1521X0f-w(X,, 7 X,, ..., Xr41) — 


r+1 n 
— à, (— 1) if 0 (Xi, ..., Xp ..., X,,,)=0. 


Ceci prouve que Le second membre de la formule (5) est F.Z'-linéaire 
par rapport à X.. 

On prouve de façon analogue (le lecteur est invité à effectuer les 
calculs nécessaires) qu'elle est FZ'-linéaire par rapport aux autres 
champs X,, ..., X,+4,. (Une autre démonstration un peu plus facile 
consiste à prouver que 8 (X,, ..., X,:,) est antisymétrique par 
rapport à X,,..., Â +41.) 

Donc, il suffit — dans chaque carte (U, xl, ..., x") — de 
vérifier la formule (5) pour les seuls champs de vecteurs de base 


ô ô 

= —— ,..., Xi = ——. 
1 Dh r+1 Ori 

En calculant les deux membres de la formule (5) sur ces champs, on 

obtient au premier le coefficient (dw);.. Ju de la forme do et, 


au second, la somme 


r+i 3 
D (— {yet —— ©. 
ei gz’a TERRES RES PS 
. . a . te) (4) 
(la deuxième somme disparaît, puisque Er 5 | = 0 pour 


tous i et j). En vertu de la formule (4), ceci prouve la proposi- 
tion 2.0 

Remarque 1. On pourrait tenter de prouver la proposition en 
vérifiant que la forme do définie par la formule (5) possède les pro- 
priétés 1° à 5° de la proposition 1. La propriété 1° (la linéarité de 
l'application d) et la propriété 3° (la commutativité à l'application 
de transfert f*) sont évidentes. Pour r = 0 (et w = f) la formule (5) 
se transforme en la formule (1), ce qui prouve la propriété 4°. Pour 
r — 1 la formule (5) devient 


(6) do (X, Y) = Xo (Y) — Yo (X) — w ([X, Y1)). 


Donc, si w = df (et, par suite, w (Z) = Zf pour tout champ Z), 
alors 
do(X, Y) = XYf—YXf — IX, Y]f = 0, 
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ce qui prouve la propriété 5°. La vérification de la propriété 2° 
(qui s’effectue à l’aide de la formule (13) de la leçon 18) implique 
des calculs peu compliqués mais assez laborieux sur des sommes 
doubles. 


Exercice 1. Effectuer ces calculs (et par la même occasion prouver de nou- 
veau la proposition 2). 


* * + 


Il s'avère que pour les formes différentielles la dérivation de Lie 
£, s'exprime en fonction du produit intérieur par le champ X et 
de l'opérateur d. 

Proposition 3. Pour tout champ de vecteurs X et toute forme diffé- 
rentielle «© on a l'égalité 


(7) £xo = À _] do + d(X _] o). 


Démonstration. Si une forme «w est de degré r = 0, 
i.e. est une fonction f, on sait (cf. formule (14) de la leçon 17) que 
le premier membre de la formule (7) est égal à Xf. Au second membre 
il ne reste alors que le premier terme À __] df = df (X). Ceci prouve 
la formule (7) pour r = 0 puisque df (X) = Xf. 

De la propriété 3° de l'opérateur d il s'ensuit immédiatement que 
cet opérateur commute à l'opérateur £x, i.e. 


(8) d£xo = £x do 
pour toute forme w. En particulier, 
£x df = d£xf = d (Xf) 


pour toute fonction f. 
D'autre part, si © = df, alors 


X Ido +d(X _jo) = d(X _]df) = d (Xf). 


Donc, la formule (7) est valable pour © = df. 

Le produit extérieur des formes s’obtenant par alternation de 
leur produit tensoriel, la multiplication extérieure est justiciable 
d’une formule analogue à la formule (13) de la leçon (17), i.e. 


(9) £x (8 A w)=E£x0 À w +0 À £ro 


pour toutes formes 8 et w. En vertu de la définition 1 de la leçon 16, 
ceci exprime que l'opérateur £x est une dérivation de l'algèbre des 
formes sur À’. 

On sait au contraire que les opérateurs d et X __] sont des anti- 
dérivations. Il est aisé de voir que pour deux antidérivations quel- 
conques D, et D, dont le degré varie de +1 (ou de façon plus géné- 
rale d’un nombre impair quelconque) l'opérateur D,D, + D,D, est 
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une dérivation. (En effet, 
(DD: + D,D;) (8A ©) = D; (D.8A © + (—1) 8A D:w) + 
+ D, (D,/8A © + (—1) 8A D,o) = D,D,8A\ © + 
+ (—1Y #D,8A Dio + (—1) DBA Do + (—1) 6 A 
À D1D:o + D,D,6 À © + (—1)'+ D,8 À D,o + 
+ (—1) D,8 A Do + (—1) +6 A D.D,w — 
= (D,D, + D,D,) 8A © + 8A (D,D, + D,D,) w 
pour toutes formes 8 et w.) En particulier, l'opérateur 
(10) o —+> À __j do + d'(X __J] w) 


du second membre de la relation (7) est une dérivation. 

Puisque sur tout voisinage de coordonnées U l'algèbre des formes 
est engendrée par les fonctions et les formes dzr' sur lesquelles, comme 
nous l'avons déjà vu, les opérateurs £.+ et (10) sont confondus et 
puisque le fait que deux dérivations d’une algèbre agissent de la 
même manière sur les génératrices entraîne de toute évidence que 
ces dérivations sont partout confondues, la formule (7) a lieu sur 
chaque voisinage de coordonnées U. Elle est donc valable sur la 
variété .Z’ tout entière. [] 

La relation (7) peut se mettre sous la forme opératorielle 

£ x —= ivod + doix. 
Exercice 2. Montrer que 
(£x, éx] = itx,r] 


pour tous champs de vecteurs X, Y. [N o t a. Les deux membres de 
cette formule sont des antidérivations abaïissant le degré de —1. De 
plus, ils sont nuls sur les fonctions et agissent de La même façon sur 
les formes df.] 

Exercice 3. Montrer que 


[£x, y] = Etx,y) 


pour tous champs de tenseurs. [N o t a. Les deux membres de cette 
formule sont des dérivations de l'algèbre des champs de tenseurs 
agissant de la même façon sur les fonctions, les champs de vecteurs 
et les formes différentielles linéaires.] 
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Complexe de de Rham et groupes de cohomologie d’une variété dif- 
férentiable. — Groupe H°2. — Lemme de Poincaré. — Groupe 
H'S?. — Groupe H'S!. — Calcul du groupe HS! à l’aide d’intégra- 
les. — Groupe H°S°. — Groupes HS” pour r=>2. — Groupes HS, 
m << n. — Groupes HS". 


L'égalité 
(1) do = 0 
où 6 est une forme donnée et w, une forme inconnue, se représente 
dans toute carte par un système d'équations différentielles sur les 
coefficients de la forme w. Ces équations étant partout étudiées en 


mathématiques et en physique, on se penchera dans cette leçon et 
dans les suivantes sur les conditions d'existence de leurs solutions. 


k * * 


Proposition 1. Pour toute forme différentielle w, on a 
ddo = 0. 


Démonstration. Il suffit de vérifier cette égalité dans 
une carte quelconque et seulement pour les formes w = f dr* où 


dre = d'A .../\ dr. Mais par définition, 
d(fdzæ)=df À dx 


et, en vertu des propriétés 2° et 5° de l’opérateur d (cf. proposition 1 
de la leçon 19), 


dd (f dx) = d (df À de) = ddf À dx — df À ddæ=0. O 


La proposition 1 exprime que l'égalité d8 = 0 est une con- 
dition nécessaire d'existence de la solution de l’équation 
(1). L'établissement de la suffisance de cette condition implique une 
étude générale des relations liant les formes dw et les formes 8 telles 
que d6 = 0. 

Définition 1. La suite 


. de d' ami a” 
CCC. —> CT Cr... 
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de groupes (ou en particulier d'espaces vectoriels) et d'homomor- 
phismes s’appelle complexe de cochaînes (l'origine de ce terme apparaî- 
tra plus bas à la leçon 29) si 


(2) d'od”"-1=0 pour tout m > 1. 


Généralement au lieu de d” on écrit simplement d. 

Le noyau Ker d” de l’homomorphisme d’” est désigné par le- 
symbole Z"C”, et ses éléments s'appellent cocycles de degré m. L'image 
Im d”"-1 de l'homomorphisme d”-! est désignée par le symbole B"C, 
et ses éléments s'appellent cobords de degré m. (Pour m = 0 on con- 
vient que B°C° = 0.) Puisque B"C° € Z"C* en vertu de la condi- 
tion (2), est défini le groupe quotient 


(3) H"C* = Z"C'/B"C:. 


Ce groupe quotient s'appelle m-ième groupe de cohomologie du com- 
plexe C”, et ses éléments, classes de cohomologie. Les cocycles apparte- 
nant à une même classe de cohomologie, i.e. dont la différence est. 
un cobord, sont dits cohomologues. 

En vertu de la proposition 1, les espaces vectoriels Q"2 et les 
différentielles extérieures d: 72 + Q"+12 forment un complexe 
de cochaïnes 


QT:OT LOT. Qonr SomT 


Ce complexe s'appelle complexe de de Rham des formes différentielles 
de la variété différentiable 2’. Ses groupes de cohomologie sont dé- 
signés par les symboles H"® et appelés groupes de cohomologie de de 
Rham de la variété 2’. (Remarquons qu'en fait ce sont des espaces 
vectoriels, mais le terme « espace vectoriel de cohomologie » n’est 
pas usité.) 

Les cobords d’un complexe de de Rham, i.e. les formes dw, s’ap- 
pellent différentielles exactes, ou plus brièvement formes exactes. 

Les cocycles d'un complexe de de Rham, i.e. les formes w telles 
que dw — 0, s'appellent formes fermées. La classe de cohomologie. 
d’une forme fermée w sera désignée par le symbole [wl. 

Donc, une condition nécessaire d’existence de la solution de 
l'équation (1) est la fermeture de la forme 6, et une condition suffi- 
sante, son exactitude. En particulier, l'équation (1) admet une solu- 
tion pour toute forme fermée 6 de degré m si et seulement si 4.7 — 
— 0. [Ces assertions sont de toute évidence des tautologies. Elles 
deviendront consistantes quand nous apprendrons géométriquement 
à calculer le groupe H"Z'.] 

Soient C° = {C", d"} et D° = {D", ô"} deux complexes de- 
cochaînes. 

Définition 2. On appelle application de cochaîines 


p°: C° + D° 
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d'un complexe C*° dans un complexe D‘ une suite d'applications 
p" : CD", m>0, 

telle que 
op" +1 ° dr — ô" ° p 


pour tout m > 0, i.e. telle que le diagramme 


Co Ci ... + Cm 07, CH 
e | m | | pm+1 
® Ç! P 
LL Li 
D Di... +Dn— DH... 


soit commutatif. Au lieu de ®° et ®” on écrit généralement tout sim- 
plement o. 

Il est clair que toute application de cochaînes  : C” + D° envoie 
le groupe Z"C* dans le groupe Z"D°, et chaque groupe B"C* dans 
le groupe B"D'. Donc, pour tout m > 0, il induit une application 


p* : HTC° = HTD*. 


Ceci étant, pour toutes applications de cochaînes @: C° + D° 
et pd: DE" on a 


(po p}* = Ÿ* o p*. 


De plus, si ® = id, alors p* = id. [Ces propriétés expriment la 
fonctorialité de la correspondance q + @*. Nous les avons rencon- 
trées à plusieurs reprises.] 

La propriété 3° de l'opérateur d figurant dans la proposition 1 
de la leçon 19 exprime que pour toute application différentiable 
J: TL — Y leshomomorphismes f* : Q7 y + OL forment une appli- 
cation de cochaîines 


fe: QY+ QT 


de complexes de de Rham. Les homomorphismes de groupes de coho- 
mologie induits par cette application de cochaînes sont désignés 
par le même symbole f* (aucune confusion n’est à craindre) et s’appel- 
Jent komomorphismes induits par l'application f. 

Donc, par définition, 


f* lol = [f*o] 


pour toute forme fermée w de degré m sur la variété Y. 

Il est clair que si f — id: 4° — Z’ est l'application identique, 
alors f*: HZ — HTML est aussi une application identique, et 
pour toutes applications différentiables f: © — % et g: % — & 
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on a l'égalité 
op" = fo gt: HMT + HS. 


[La correspondance f ++ f* possède la propriété de fonctorialité.] 

Dans le cas particulier où 2’ est une sous-variété de la variété #, 
et f est une injection de 2’ dans %, la classe de cohomologie f* {w] 
est désignée par le symbole [w]l | et s'appelle restriction de la classe 
[o] à 4°. On a donc par définition 


[w] La — [oo La] 


pour toute classe de cohomologie {w] € H"x. 
La dimension 


h"Z£ = dim HZ 
du groupe H".7" (qui, rappelons-le, est un espace vectoriel) s’appelle 
m-ième nombre de Betti de la variété 7’. (Ce nombre est souvent dé- 
signé par b”Z.) 
Il est évident que si dim Z’ = n, alors 
RTL? =0 pourm>n 
(puisque "7" = 0 pour m > n). Donc, seuls les nombres de Betti 
RE, ...,h"?, = dim , 


sont interessants. 

Signalons que l'égalité h"£ = 0 est nécessaire et suffisante pour 
que l'équation (1) admette une solution pour toute forme fermée 8 
de degré m sur la variété T. 


Traitons d'abord le cas m — 0. (Ce cas mérite d’être étudié 
même si l'équation (1) n’a de sens que pour m > 0.) 

Soit x,9Z l’ensemble de toutes les composantes connexes de la 
variété différentiable Z. 

Proposition 2. L'espace vectoriel H9° est naturellement isomorphe 
à l'espace vectoriel Rr«Ÿ de toutes les applications 10€ —+ R. Donc, 
si l'ensemble € est fini, le nombre zéro de Betti hZ de T' est égal 
au nombre #1, de ses composantes connexes : 


OA — no 2”. 


En particulier, MES > 0 et RL = 1 si et seulement si la variété L 
est connexe. 

Prouvons tout d'abord un lemme géométrique. 

Soit U = {U} un recouvrement ouvert d’une variété Z. On 
dira que des éléments U et Ÿ de ce recouvrement sont enchaînés 
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si dans Ù il existe une suite d'éléments U,, U,, . .., Un, telle que 
Uo = U, Un = V, et pour tout i =1,..., m, les ensembles 
U;-, et U; se rencontrent: 


Un N U, D ©. 


Lemme 1. Toute composante connexe C de la variété Ÿ est contenue 
dans la réunion O d'une sous-famille du recouvrement Ü composée 
de tous les éléments enchaînés avec l'un d'eux (donc enchaïînés entre 
eux). À i tous les éléments du recouvrement Ü sont connexes, alors 
C = 0. 

Démonstration. Soient p, un point arbitraire de la com- 
posante C, et U, un élément du recouvrement Ü tel que p, € U- 
Supposons par ailleurs que © est la réunion de tous les éléments du 
recouvrement enchaînés avec U,. Il est clair que © est ouvert (et 
contient le point p,). Donc, pour prouver l'inclusion C € O il suffit 
de montrer que © est aussi fermé. 


Soit p E O et soit U un élément du recouvrement U tel que 
p € U. Alors U NO Set, par suite, il existe un élément V de U 
contenu dans ©, tel que U fN V = S. Donc, l'élément U est en- 
chaîné à U, et, par conséquent, U € O. Donc, p € UE O. Ce qui 
prouve que © est fermé. 

Si tous les éléments du recouvrement Ü sont connexes, il en est 
de même de À, puisque la réunion d’ensembles connexes sécants est 
connexe. Donc, C = 0. O 

Démonstration de la proposition 2. Par 
définition, 

MT = Ker{d : 02 +1}, 


HT ={fE FT; df=0}. 


Or la condition df — 0 exprime que dans toute carte (U, h) — 
= (U,2,...,2") on a les égalités ZE —0, ..., 2£ —0 et, 
par suite, si le voisinage de coordonnées U est connexe, alors f — 
— const sur U. Ceci étant, si f = cu sur U et f = cy sur V,on a 
nécessairement cu = cy pour U NV = S. 

Ayant ceci en vue, considérons un recouvrement 1 de la variété 
Z' composé de tous les voisinages de coordonnées connexes. D’après 
ce qui a été prouvé, la fonction f prend la même valeur sur deux élé- 
ments quelconques sécants de U. Elle prend donc les mêmes valeurs 
sur deux éléments enchaînés quelconques de U. D'après le lemme 1 
il s'ensuit que la fonction f est constante sur chaque composante 
connexe de la variété Z'. Puisque inversement toute fonction f 
constante sur toute composante connexe de la variété Z° est diffé- 
rentiable sur 2” et satisfait à la relation df = 0, ceci prouve que 
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l'espace vectoriel H°Z est composé de toutes les fonctions f: +R 
constantes sur chaque composante connexe de la variété Z’ et, par 
suite, est naturellement isomorphe à l'espace vectoriel de toutes les 
applications %2Z +R. 0 


Le calcul des nombres k”"Z" pour m >> 0 est en principe un pro- 
blème assez compliqué. Pour exposer les principes fondamentaux de 
sa résolution, il nous faut en premier lieu comparer les groupes de 


cohomologie de toute variété 2’ avec ceux de la variété Z X I, 
où J = B! est l'intervalle ]—1, 11. 

On rappelle (cf. définition 2 de la leçon 15) que les points de la 
variété Z’ X À sont les couples (p, t), où pE®, —1<t<1, 
et pour toute carte (U, hk) de Z' le couple (U X I, hk X id), où 

(k x id) (p, t)=(h(p), DERH=R" XR, 
est une carte de la variété  X Z , et de plus toutes les cartes de cette 


forme constituent un atlas sur Z X J. Si z', ..., x" sont des coor- 
données locales de la carte (U, h), les coordonnées locales de la carte 
(U XI, h X id) seront les fonctions z'oxn, ..., 2'on, t, où x 
est la projection (p, ft) + p. Du reste, au lieu de z'ox, ..., z'on 
on écrit généralement zx', ..., x" sans crainte de confusion. 

Si les coordonnées locales z!, ..., z''et xt’, ..., x"’ des cartes 


(U, h) et (U’, h') de la variété Z' sont reliées sur U MN U’ par les 
relations 


x = zx, ..., x"), i —=1,...,n, 
les coordonnées locales z!, ..., x", t et xl’, ..., x’, t des cartes 
(U x Î,h Xid)et (U’ x I,h' x id) de la variété Z X Ï seront 
reliées sur (U f\ U') X 1 = (U X D) A (U' x D par les relations 
zl=axi (xt, ..., x"), i'=1, ...,n, 
(4) t=t. 
On en déduit que pour toute carte (U, h) et tout point q = 


= (Po, to) EU X Î le dernier vecteur (+) de la base 


(arr (rer (or) 


de l’espace T,, (2 X D est le même pour toutes les cartes (U, h) 
avec po € U. Donc, la correspondance 


D (+), 
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définit de façon unique un champ de vecteurs _ sur la variété 
TL X I. 
De façon analogue, le covecteur (dt),, de la base duale 
(dz')qs, es (dTZ")qer (dt)qe 


de l’espace Tr, (Z° X 1) ne dépend pas non plus du choix de la 
carte (U, h). Donc, la correspondance qg, ++ (dt)4, définit de façon 


unique une forme différentielle linéaire dt sur 2’ X Z (qui n'est 
autre que la différentielle de la fonction différentiable (p, t) — t). 


Parmi les formes différentielles sur Z X 1 on distinguera les 


formes 6 qui dans chaque carte (U X I, x', ..., x", t) se repré- 
sentent par 
(5) 6 — ÿ ….. D 8; ...: drû / .. A dr, 
1Si<...<im Sn me 

où 6;,.,. sont des fonctions différentiables de xl, ..., 2", t. On 
dira de ces formes qu’elles sont indépendantes de dt. 

Pour tout t fixe, —1 <t<1, la forme (5) peut être traitée 
comme une forme différentielle sur un voisinage de coordonnées U 
de la variété Z’ et il est clair, étant donné l’identité des formules 


de changement des coordonnées x}, ..., x" sur Z' X Let que 
ces formes (construites pour toutes les cartes (U, )) sont compatibles 
sur les intersections, donc engendrent une forme 6; sur ©. 

Il est évident que ceci établit une correspondance biunivoque 
entre les formes 6 sur 4° X Z indépendantes de dt et les familles 
{6,} de formes sur Z’ dépendant différentiablement de t, —1 <t<1 
(i.e. telles que dans chaque voisinage de coordonnées leurs coeffi- 
cients sont des fonctions différentiables de {). En principe, on iden- 
tifiera 60 et {6,}. 

Pour toute forme 8 indépendante de dé, et toutes les cartes de la 


forme (U x I, xl, ..., x”, t), les formes 
t t 


(ou 3... 3 ((e,...:,ar)drt À... À az'm 


0 1Si<...<iNEn 0 
sont compatibles sur les intersections et, par suite, engendrent une 
{ 


forme ( 6 dt indépendante aussi de dit. 
U 
De façon analogue, on définit la forme Ÿ dans chaque carte 
(U x 1, xl, ..., x", t) par la formule 


96;, ...: 
2 D... D —" drh À ... À dr'm- 


ot 
1Si<...<ih En 
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Ceci étant, 


7 ( TO 


pour toute forme 6 indépendante de dif. 
De plus, la forme dB! est définie pour tout t fixe sur 2’. Dési- 
gnons par 08 la famille de formes d8,, —1 << {<<1, traitée comme une 


forme sur 2’ X Î. La forme 08 est de degré m + 1, où m est le degré 
de la forme 6, et est reliée à la différentielle extérieure d8 de la forme 
6 par la formule 


(6) d0= 38+(—1)"T A di. 
En particulier, 
L 
(7) a [640 | bar+(—1}"6 À ar. 
0 0 


Parmi les formes différentielles sur 2’ X Z indépendantes de dt, 
on distinguera les formes indépendantes de t, i.e. telles que dans 
leurs expressions (5) les coefficients 6;,.. 4, Soient indépendants de t. 
Ces formes s'identifient de façon naturelle aux formes sur 7’ (en 
fait elles se représentent par 1*6, où 6 est une forme sur ?”. et x 


une projection de Z X Ï sur Z'), de sorte qu’en vertu de cette iden- 
tification, 
(8) QT cR"(TZ XI) pour tout r > 0. 

Les formes indépendantes de { sont caractérisées de toute évi- 
dence par la relation ni — 0 et, par suite, sont telles que d0 = 68. 


Ceci exprime que les injections (8) forment une application de co- 
chaînes 


(9) QT (T XI) 
et, par conséquent, pour tout m => 0 induisent l'homomorphisme 
(10) HT + H"(T XI) 


des groupes de cohomologie (qui n’est autre que l'’homomorphisme 
x* induit par la projection x). 

Proposition 3. L'homomorphisme (10) est un isomorphisme pour tout 
m > (. 

Démonstration. Il est aisé de voir qu’une forme arbi- 
traire w sur © X I se représente d'une seule façon par 


(11) wo = 6, A dt + 6., 
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où 6, et 6, sont des formes indépendantes de df. (La représentation 
(11) est visiblement possible dans tout voisinage de coordonnées U 
et il est clair que les formes 6, et 6, obtenues sont compatibles sur 
les intersections.) En posant 


{ 
8,=(—1)" | 6, at, 
Û 


on trouve en vertu de la formule (7) que 
O) — d8;, + 0, 


où 
<st une forme indépendante de dt. 
Ceci prouve, lorsque la forme w est fermée, que 


[wo] = [0], 


i.e. toute classe de cohomologie de la variété 2 X Î contient une 
forme 6 indépendante de d£. La forme 6 est fermée comme w, i.e. 


00+ À A dt=0 


<et en particulier & = (0. Donc, la forme 8 est en fait indépendante 


de t aussi, i.e. est l’image par x* d’une forme sur ©. Ceci prouve 
que l'application (10) est un épimorphisme. 

D'autre part, si une forme 8 indépendante de t se représente par 
dw, où w est une forme sur Z’ X J, en représentant w par la for- 
mule (11) et en remarquant que 


d (8, À dt+8,)=(08,+(—1)" 2) À dt+68,, 
on trouve aussitôt que 
08,+(—1)" (2 )=0 et 28,—0. 


L'égalité 08, = 8 a lieu identiquement par rapport à t et en particu- 
lier pour t = 0. Puisque 6 est indépendante de f, ceci prouve que 
0 (8,)) = 6, où (6,), est la valeur de la forme 6, pour { = 0, et, par 
conséquent, d (8.),) = 9 dans ©. L'application (10) est donc un 
isomorphisme. [] 


Soit 1" un cube ouvert de l'espace R° composé des points t = 
= (1, ..., 1h) tels que —1<i, <L1,..., —1<t, <1. 
Corollaire 1 (lemme de Poincaré). Toute forme différentielle fer- 


mée w de degré m > 0 sur Le cube Fr est une forme exacte, i.e. 


he" = 0 pour m > (0. 
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Démonstration. Il suffit de remarquer que 
[M={pt}xIx.…. .xE, 
nn mn” 


n fois 


où {pt} est une variété 0-dimensionnelle composée d’un seul point, 
et d'appliquer n fois la proposition 3. (Il est clair que H"{pt} = 0 
pour m>0.) O 


Exercice 1. Montrer que Le cube in est difféomorphe à la boule ouverte B" = 


= {zER"; [|x|>1}. (Nota. Envisager la restriction à Br de l’homéo- 
morphisme B" — 17 construit dans la démonstration du corollaire 4 au théo- 
rème 2 de la leçon 9.] 

Exercice 2. Montrer que Le cube In est difféomorphe à l'espace R". [Not a. 
Construire un difféomorphisme R'"—+ B".] 


Il s'ensuit que dans le corollaire 1 le cube [" peut être remplacé 
aussi bien par la boule B" que par l’espace R’. 


* + *# 


Utilisons le lemme de Poincaré pour calculer les groupes de coho- 
mologie H"S" de la sphère S”. 

Supposons d’abord que nr = 2 et m = 1. 

On sait (cf. exemple 9 de la leçon 6 pour z = 2) que la sphère S° 
est munie d’un atlas composé de six cartes que nous désignerons 
par (U,, hx), où k = Æ 1, + 2, + 3. Les supports 


Us, U +, U =, U:, U:, Us 


de ces cartes sont des hémisphères composés des points (zx, y, z) € S° 
pour lesquels respectivement 


z<O, y<O0, 2<0, 72>0, y>O0, r>0. 


Chacun de ces supports étant difféomorphe à un disque ouvert B°, 
le lemme de Poincaré nous dit que pour toute forme différentielle 
linéaire fermée &« sur S°, il existe des fonctions différentiables 


fRUaR k=+1,+2,+3, 


telles que « = dfx sur U,. Ceci étant, pour tous k et Z (pour lesquels 
l'intersection U; N U, n’est pas vide) les formes df, et df, sont 
confondues sur U, f] U,, donc, vu que l'ensemble U, f\ U, est 
connexe, il existe une constante c;, telle que 

(12) fn — fi = cn Sur Ur N Ui. 

Si l'on convient de représenter les voisinages U, par des points et 
que l'on joigne les points correspondant aux voisinages sécants par 
19—0964 
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des segments, le schéma combinatoire des intersections des voisina- 
ges se représente par un diagramme de la forme 


(13) 


qui n’est autre qu'un système d’arêtes d’un octaèdre. Les faces de 
cet octaèdre correspondent aux triplets de voisinages U, dont 
l'intersection n’est pas vide. 

Prouvons maintenant le lemme combinatoire suivant. 

Lemme 2. Supposons qu'à chaque arête orientée de l’octaëdre (13) 
est associé un nombre c;, aux conditions suivantes : 

a) aux arêtes kl et lk sont associés des nombres opposés : 


(14) CR = —Chi; 

b) pour toute face klm on a la relation 
(15) Ci + Cim + Cmh = 0. 
Il existe alors des nombres b, tels que 
(16) bi — by = cu 


pour toute arête kl 

Démonstration. Il nous faut démontrer que le système 
de 12 équations linéaires (16) (par rapport aux 6 inconnues b,) est 
compatible. Commençons tout d’abord par réduire le nombre de ces 
équations en utilisant les relations (15). Pour toute face klm de 
l’octaèdre (13), la relation (15) affirme que l’une des trois équations 
(16) correspondant aux arêtes de cette face est la conséquence des 
deux autres. Donc, chacune de ces relations permet de diminuer 
d’une unité le nombre des équations (16). En se servant de toutes 
ces relations (et en éliminant, pour fixer les idées, les équations 
correspondant aux arêtes aboutissant aux sommets 1 et —1), on 
obtient quatre équations 
(47) b_. — b_; — C35) b, — be — C5g 


by — b3 = Can Ds — b2 — Coz 


en les quatre autres inconnues b_;, b_., b,, b, (ici et dans la suite on 
écrira parfois 1, 2, 3 pour —1, —2, —3). En posant par exemple 
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b_, = 0, on obtient pour les inconnues b_., b, et b, les équations 


b_, — C35 bs — b_, = CZ3s by — ds = css, 
d’où on les déduit immédiatement. [La raison de tout ceci c’est que 
les équations (17) sont linéairement dépendantes: leur somme est 
identiquement égale à zéro (vérifiez-le !). La cause géométrique de la 
simplification des inconnues est que les équations (17) correspondent 
aux arêtes de l’octaèdre (13) qui forment un chemin fermé, celle de 
la simplification des seconds membres est que ce chemin est le bord 
d’une pyramide composée de faces de sommet au point 1.] 

Donc, si les conditions (15) (et 14)) sont remplies, les équations (16) 
sont bien compatibles. 

Remarque 1. Le lemme 2 reste de toute évidence en vigueur — et 
sa démonstration aussi — si cx, sont des éléments d’un groupe 
(noté additivement), par exemple d’un espace vectoriel. On entend 
par là que b4, appartiennent à ce groupe (espace vectoriel). 

Puisque les nombres c;, définis par la formule (12) vérifient de 
toute évidence les relations (14) et (15), il existe en vertu du lemme 2 
des nombres b;,, k — +1, +2, +3, tels que pour toute arête kl de 
l'octaèdre (13) 


fa —fh\ù = bi —b, sur U, NU, 
1.e. 

fn + =fh + sur Us NU: 
J1 s'ensuit qu’en posant 

f = fn +bx sur Ur 
on définit de façon unique une fonction différentiable f sur S:°. Ceci 
etant, df = d (f, + b,) = df, = «& sur U, et, par suite, df = «& 
sur S:. 
Ceci prouve que toute forme différentielle fermée «x de degré 1 

sur S° est une forme exacte. Ce qui exprime que HS? = O, i.e. 
(18) h1S2 — 0. 


Remarquons qu’en plus du lemme de Poincaré on s’est servi du lemme 


combinatoire 2. 
$ + « 


Essayons maintenant de calculer par la même méthode le groupe 
H'S!, où S' est le cercle z° + y* = 1. 
Soient (voir p. 292) 
Uo, Uys Us Un 


des demi-cercles définis respectivement par les inéquations 
z<O0, y<0, y>0, z>0. 
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Le schéma des intersections des demi-cercles U,, k = +1, + 2, 
est un carré 


(19) 


D'après le lemme de Poincaré, pour toute forme linéaire w sur S! 
(qui remarquons-le est nécessairement fermée) et tout 4 = + 1, + 2 
il existe des fonctions f, sur U,, telles que 


o — df, Sur Ux. 
Ceci étant, pour tout côté ÆZ du carré (19), 
dn—f) =0 sur U, NU, 
et par suite, puisque l’ensemble U, NU, est connexe, 
fn — fi = Cr 


où cx, sont des constantes. Ces constantes vérifient comme précédem- 
ment les relations (14) (les relations (15) n’ont pas de sens pour elles). 


Les fonctions c:Al — cu définies sur les côtés du carré (19) et 
vérifiant la relation (14) (i.e. telles que c;; = — cu) seront appelées 
cocycles à une dimension du carré (19). (De façon analogue, les fonc- 
tions c:kli+ cu. définies sur les arêtes de l’octaëdre (13) et vérifiant 
les relations (14) et (15), s'appellent cocycles à une dimension de 
l'octaèdre (13); plus haut nous nous sommes passés de ce terme.) 
Il est clair que tous les cocycles c : Àl + cy, forment un espace vecto- 
riel Z! à 4 dimensions. 

Les cocycles c pour lesquels il existe une application b:k —+ b, 
telle que 


(20) bx — bd = Cu 
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pour tout côté kl du carré (19) s'appellent cobords. Ils forment un 
sous-espace B? de l’espace Z'. Désignons par H? l’espace quotient 
Z1/B'. Ses éléments (les classes de l’espace Z! suivant le sous-espa- 
ce B?) s'appellent classes de cohomologie du carré (19). Les cocycles 
appartenant à une même classe de cohomologie sont dits cohomo- 
logues. 

[La terminologie nous suggère que nous avons en fait affaire à un 
complexe de cochaînes au sens de la définition 1. On développera 
cette idée à la leçon suivante.] 

La construction d'un cocycle c € Z! à l’aide d'une forme © € 
€ G1S! contient un élément d’arbitraire introduit par le choix des 
fonctions f,. Mais si © = df, et o = df, sur U>», alors d (fx — fx) = 


A 


= 0 sur U, et donc, fr = fx + br, où b, sont des constantes. Par 
conséquent, Si Cny = fx — fr et Ci = fn — fr Sur Un AN Ur, alors 


Cut — Cr = On — bi, 


i.e. les cocycles c: Alr+ cet c: kl — Ch sont cohomologues. Ceci 
montre que la formule 


o — [cl], 


où [c] est la classe de cohomologie du cycle c, définit de façon unique 
une application 


(21) Q1S1 + A1. 


Si © = df, pour fonctions f, nous pouvons prendre les restric- 
tions fly, de la fonction f. Les nombres c;, étant visiblement nuls 


pour un tel choix des fonctions j,, l’application (21) sera nulle sur 
les formes exactes. Elle induit donc une application 


(22) HiSi + Hi. 


J1 s'avère que l'application (22) est un monomorphisme, i.e. si le cocy- 
cle c : klr+ c,, associé à la forme w € GS! est un cobord, la for- 
me «w est exacte. En effet, si cu = fr — f, sur Ur NU, et si cu = 
= 0x — b,, alors f; — by = f, — b, sur U, NU,et, par suite, la 
formule 
f—=frx— 0, sur U, 
définit de façon unique une fonction f sur S!. Ceci étant, puisque 
© = dfx = d (fx — bx) = df sur Us, 


alors © = df sur S' et, par conséquent, la forme w est exacte. [] 

Jusqu'ici nous avons intégralement suivi le calcul du groupe 
H°S®. Pour poursuivre l’analogie nous devons maintenant prouver 
un lemme identique au lemme 2 (qui mutatis mutandis affirme de 
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toute évidence que H! — 0 dans le cas de l’octaèdre (13)). A cet 
effet il nous faudra analyser plus attentivement les égalités (20) 
(qui sont de même forme que les égalités (16) du lemme 2). 

Ces égalités constituent un système de quatre équations 


bi — Ds = ci, 


b, — b., — Co 1° 
(23) b., — b_» — CT 29 
b_e —— b, — C3 1 


à quatre inconnues b., b_,, b,, b, (comme plus haut on remplacera 


l'indice —k par k), et affirmer que le cocycle c est un cobord revient 
à affirmer que ces équations sont compatibles. 
En additionnant les équations (23) et en posant 


Ind c = ciyo + Co7 + Crs + C5 4 
on trouve immédiatement qu'une condition nécessaire de compatibili- 
té de ces équations est Ind c = 0. 
La fonction Ind est une application linéaire de Z! dans R, et la 


condition nécessaire Ind c — O exprime que cette application est 
nulle sur le sous-espace B'. Donc, la formule 


Ind [cl = Ind c, 


où {c] est la classe de cohomologie du cocycle c, définit de façon uni- 
que une application 


(24) Ind: HR. 
Les trois premières équations (23) nous donnent successivement 
bas = bi — Cie, 
(25) by = bi — Cie — C, 5, 


ba =b —c:—c C 


21 Ï 2° 

Donc, les formules (25) nous donnent la solution des trois premières 
équations pour tout b,. Si Ind c = 0, le nombre b_, défini par la 
dernière formule (25) est, de toute évidence, solution de la quatrième 
équation (23). Donc, la condition Ind c = 0 est aussi une condition 
suffisante de compatibilité des équations (23). S'agissant de l'appli- 
cation (24) ceci exprime qu'elle est un monomorphisme. Comme 
cette application est visiblement un épimorphisme, on en déduit 
que c'est un isomorphisme, donc 


dim AH! — 1. 
[Donc, si H1 — 0 pour l'octaèdre, H! & R pour le carré.] 


Contrairement au cas du groupe H'$°, ce résultat ne permet 
pas encore de définir entièrement le groupe H'S'; ce résul- 
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tat implique seulement que soit HS! —0, soit HS! &R. En 
fait, c’est le deuxième cas qui a lieu, i.e. 


(26) hiSt= 1. 


Pour le prouver, il suffit d'exhiber une forme w, € GS! pour laquel- 
le le cocycle c:kl + cyy ne soit pas un cobord, i.e. soit tel que 
Ind c 0. 

Du cours du secondaire on sait que la paramétrisation du cercle 
S' consiste à associer à un nombre t ER le point p — (cost,sint) 
de ce cercle (géométriquement, la coordonnée t est l'angle formé 
par le rayon vecteur du point p avec l’axe positif des abscisses ; 
pour cette raison on l'appelle coordonnée angulaire sur le cercle). 
La coordonnée t — dûment bornée — est une coordonnée locale au 
sens de la définition 1 de la leçon 6 sur chaque voisinage de coordon- 
nées U}, (mais bien sûr pas sur le cercle S' tout entier). Plus exacte- 
ment, la coordonnée t bornée sur les intervalles 


po, x. 1x, 01, ]—3, f, 5, 
sera coordonnée locale respectivement sur 
U;, Us, Ua, U =. 
Désignons cette coordonnée locale par f,. 


Donc, 


«7 t=t. sur U,NU., t,=t, sur U_,AU,, 


to=t,+2x sur U,NU., t=t, sur U.NU.. 
L'étude de la coordonnée t sur le cercle S' tout entier exprime 
en fait que l’on passe à la droite R moyennant l'application 
R—+S", ti (cos t, sin t). 
Les fonctions sur S! deviennent périodiques (de période 2x) sur R, 
et les formes différentielles linéaires sur S!, des formes f (t) dt 
sur R à coefficients périodiques f (t). 
Donc, en particulier, sur S' est définie la forme w, = dt (bien 
que { ne soit pas une fonction sur S'). Ceci étant, 


dt = dt, sur U,. 


Donc, en vertu des relations (27), le cocycle c = {c4,} pour la 
forme «, s'’exprimera par les formules 


On si k—2, l—1, 
Ch—= 4 —9n si k=1, l—)9, 
O pour tous les autres k et L. 
Donc, Ind c = 2x 0. 
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Où peut construire la forme w, sans recourir à la coordonnée 
angulaire f. 

I1 est clair que x et y sont des fonctions différentiables sur S', 
donc les formes différentielles dz et dy sont définies sur S'. 


Exercice 3. Montrer que 
Oo = z dy — y dr 


et 


+ sur UV, et U:, 


Oo = 
dy sur U, et LL. 
L 
En déduire de nouveau que Ind c = 2n. 

. +. 


Le groupe HS! peut être calculé par un procédé plus simple ne 
faisant pas intervenir les recouvrements {U,}. 

Ce procédé, qui fait appel à des raisonnements analytiques, con- 
siste à associer à chaque forme w = f (t) dt sur S' l'intégrale 


27 
lo = | f(t)ät. 
U 
L'application obtenue 
(28) QI R, wr—+70, 
est visiblement linéaire et épimorphe (car Zw, = 0 pour la forme 


o = dt). Si w = dg, où g est une fonction sur S'! (une fonction 
périodique sur R), i.e. si f ({) = g’ (t), alors 


lo= g(t) 12*=0. 
Réciproquement, si Zw—=0, la fonction 
t 


et=\ (a 


0 


est périodique et, par conséquent, est une fonction sur S! telle que 
£g = ©. 

Donc, le noyau de l'application (28) est le sous-espace des formes 
exactes, et par conséquent, cette application induit un isomorphisme 
de HS! sur RK. 

Donc, k!S! = 1. 

La concision et la simplicité de cette démonstration illustrent 
bien la puissance des méthodes du calcul intégral. 
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Calculons maintenant le groupe H?S:. 

Considérons de nouveau le recouvrement {U,, k = + 1, + 2, 
+ 3} de la sphère S°, dont le schéma combinatoire des intersections 
est l’octaèdre (13), et soit w une forme (automatiquement fermée) 
de degré 2 sur la sphère S°. 

Chaque ensemble U, étant difféomorphe à un disque B*°, le 
lemme de Poincaré nous dit que pour tout k# = + 1, + 2, + 3 il 
existe sur U, une forme «, de degré 1 telle que w = da, sur U,. 
Pour tous k et L (tels que VU, NU: + ©) la forme a; — «, est fer- 
mée sur Uzx fl, et puisque l’ensemble U, NU, est aussi difiéo- 


morphe au disque B°, le lemme de Poincaré affirme qu'il existe 
une fonction différentiable fu:Ux AU;—+8R telle que 


(29) GR — = dfm Sur Ur NU: 
(ceci étant, on peut, sans perdre en généralité, admettre de toute 
évidence que fx, = — fin pour tous À et l). 


Pour tout triplet d'indices k, L, m (tels que Ux AU: N Un Æ ©) 
on a l'égalité 


À ni + Jim + Îme) = En — Gr + Gp — Om + Am — An = 0, 


donc (puisque l’ensemble U, AN U, N U» est connexe) il existe des 
constantes Cm telles que 


fur + fim + fm = Chim Sur Ur NT NA Un 


(on peut, sans perdre en généralité, admettre de toute évidence que 
les nombres Cxim dépendent antisymétriquement des indices k, L 
et m, i.e. changent de signe par toute transposition de ces indices). 
= Cette construction recèle bien sûr un certain élément d’arbitraire. 
En effet, primo, au lieu des formes «;, on peut prendre des formes 


quelconques ay telles que da, — da, i.e. telles que (on se sert encore 


du lemme de Poincaré) «x = ax + des, où gr: Ur —R sont des 
fonctions différentiables. Secundo, les fonctions f:, peuvent de façon 
analogue être remplacées par les fonctions far + bu, où D, sont des 
constantes arbitraires (vérifiant la relation b,; = — b,,). La prise 
en compte de ces deux possibilités conduit à remplacer les fonc- 
tions f,, par les fonctions fu + gr — 1 + br, et donc, les nom- 
bres Cyim par les nombres 


(30) Chim = Chim + (Ou + Dim + Omr)- 
(Remarquons que la dépendance par rapport aux fonctions g, dispa- 
rait à la dernière étape.) 

La forme w définit donc une fonction antisymétrique c: kim 
+ Chim à Une équivalence près décrite par la relation (30). 
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On appellera les fonctions antisymétriques c : klm > Cim Cocycles 
à deux dimensions de l'octaèdre (13), et les cocycles de la forme 


(31) Chim = On + dim + Om: 


cobords. Les cocycles forment un espace vectoriel Z? (de dimension 8, 
soit le nombre des faces de l'octaèdre (13)), et les cobords, un sous- 
espace B*° de Z*. Désignons par H° l'espace quotient Z*°/B*°. Ses élé- 
ments, i.e. les classes de Z? suivant B°, s'appellent classes de coho- 
mologie à deux dimensions de l'octaèdre (13). 

Puisque la relation (30) exprime que les cocycles c: klm — Cxim 


et c: kim — Crim appartiennent à la même classe de cohomologie [cl], 
on voit qu'on a construit une application (visiblement linéaire) 


(32) RES H?, wc]. 


Si la forme w est exacte, i.e. se représente par da. où « € (163, 
pour formes «, on peut prendre les restrictions «|, de la forme a 


aux voisinages de coordonnées U,. Les différences a, — «a, seront 
nulles, et les relations (29) seront satisfaites si pour f;, on prend des 
fonctions identiquement nulles. Les nombres c;/m étant visiblement 
nuls pour de telles fonctions f,,, ceci prouve que toutes les formes 
exactes se transforment en le zéro de l'espace H? par l'application (32) 
(la classe de cohomologie {0] du cocycle zéro), donc cette application 
induit une application (linéaire aussi) 


(33) H°S° — H®. 


Par analogie avec le cas du groupe H'S}!, il est naturel de s'atten- 
dre à ce que cette application soit un monomorphisme, i.e. si le cocycle 
c: kim — cCyrm associé à la forme w se représente par (31), la forme © 
est exacte. Mais si la relation (31) est réalisée, en remplaçant les 
fonctions f;,, par les différences f,, — b41, on trouve que cymm = 0. 
Dans ce cas donc on peut, sans perdre en généralité, admettre 
que pour toute face kim de l’octaèdre (13) on a la relation 


(34) fn + Tim + fm = O0 sur Ur AU: NU. 


Lemme 3. Si les fonctions fn — — fin satisfont à La relation (34), 
il existe des fonctions g,: U,—R telles que 


fut = En — & sur Ur NU: 


pour toute arête kl de l'octaèdre (13). 

À la leçon 22 on prouvera un théorème général 1 dont un cas très 
spécial est le lemme 3. Pour l'instant nous adopterons ce lemme 
sans le prouver. 


Exercice 4. Utiliser l'identité de forme de la relation (34) et de la relation 
(15) du lemme 2 et la remarque 1 pour prouver le lemme 3. 
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Du lemme 3 il s'ensuit que les formes B, = &, — dg, vérifient 
pour toute arête Xl de l’octaèdre (13) les relations 


Bref sur VU,NU, 
et engendrent donc une forme sur S*. De plus, vu que pour tout k 
dr —= dœr — @ sur U,, 


on en déduit que df = w sur S°, donc la forme w et exacte. 

Par conséquent, l'application (33) est bien un monomorphisme. CO 

La suite du calcul est connue. On montre tout d’abord que H*° = 
ÆR (à l’aide de la fonctionnelle Ind: Z° + R qui est égale à la 
somme des nombres cum Sur toutes les faces — dûment orientées! — 
de l'octaèdre (13)), puis on exhibe une forme w, pour laquelle le 
cocycle c est tel que Ind c 0. On trouve en définitive que H°S*° = 
&S R, i. e. 


(35) h2S2 — 1. 


Exercice 5. Effectuer en détail la démonstration envisagée de l'égalité (35). 
(Nota. Pour forme &,, prendre la forme 


©, = z dy À ds — y dr À d= +: dr À dy. 
La façon la plus simple pour démontrer que cette forme n'est pas exacte est 
d'abord de prouver par la formule de Stokes (ou, à la rigueur, par la formule de 


Green) que l'intégrale d’une forme exacte étendue à la sphère S* est nulle, et en- 
suite d'établir que l'intégrale de la forme w, est égale à 4x.] 


& $ * 


On voit que même pour les variétés les plus simples le calcul 
des groupes de cohomologie se heurte à des difficultés de nature 
aussi bien combinatoire qu'analytique. S'agissant des difficultés 
combinatoires, on peut parfois les surmonter — ou à la rigueur les 
alléger — par un choix convenable du recouvrement. Par exemple, 
le calcul du groupe H'S° se simplifie singulièrement si l'on se sert 
de l’atlas à deux éléments {(U,h), (V, k)} de l'exemple 10 de la le- 
çon 6. Au lieu de l’octaëèdre on obtiendrait le segment 


et la démonstration de l'égalité (18) serait triviale. [D’après le lemme 
de Poincaré, à — dfu sur VU, et « = df- sur V, et de plus fy — 
—f, = b sur U MN V, où b est une constante. Donc, la formule 


Îu sur U, 
Î= f-+b sur V 
définit de façon unique une fonction f sur S*°, telle que df = @.] 
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Puisque la dernière démonstration s’étend ad litteram au cas d’une 
sphère S" de dimension quelconque x = 2, on trouve même que 


(36) kiS" —0 pour n> 2. 


Mais si l’on tente par cette méthode de calculer les nombres 
Rk"S" pour m >> 2, on se heurte entre autres difficultés à celle que 
le lemme de Poincaré n’est pas directement applicable sur l’inter- 
section U f\ V des cartes U et V (puisque cette intersection est difféo- 
morphe à l’espace pointé R" {0} et pas à une boule). N'empêche 
que ce calcul est possible si à la place du lemme de Poincaré on se 
sert de la proposition 3 et que l’on raisonne par récurrence sur 7. 


*X + + 


Traitons d’abord le cas où 0<m<n. 
Proposition 4. Pour 0 << m<n on a l'égalité 


(37) hmSr = 0. 


Démonstration. Pour nr = 2 (mest alors nécessairement 
égal à 1) l'égalité (37) a déjà été prouvée (cf. (18) ou (36)). Effectuons 
une récurrence sur 2. On peut admettre que m=> 2, car pourm = Â 
l’égalité (37) a déjà été prouvée plus haut. 

Supposons qu’on ait déjà prouvé que k"S"-1 = 0 pour 0 << m < 
<< n — 1etsoit w une forme fermée sur S" de degrém,où0 <m < 
<< n. Considérons le recouvrement à deux éléments {U, V} de la 
sphère S” de l'exemple 10 de la leçon 6. 

Exercice 6. Montrer que l’ensemble U AN V = S'X{po, D} est 


difféomorphe au produit S"1 X I. (Nota. Construire les difféo- 


morphismes U NV —+R'X {0} et S"'-1 X J'—» R'N{0}.] 

En vertu du lemme de Poincaré, il existe sur U et V des formes 8; 
et 6.- de degré m — 1, telles que w = d8, sur Ü et © = d0, sur Y. 
La forme 6 — 60- est fermée sur l'intersection U f} V et est de 
degré m — 1. Mais d’après l’assertion de l’exercice 6 et la proposi- 
tion 3, le nombre de Betti k”-1$"-1 de l'intersection U f] V est égal 
au nombre de Bettik”"-1$"-1 de la sphère S"-', donc à zéro d'après 
l'hypothèse de la récurrence. Il existe par conséquent sur U f Ÿ 
une forme « de degré m — 2, telle que 8y — 8, = da. 


Exercice 7. Construire sur la sphère S" une fonction diiféren- 
tiable f prenant ses valeurs dans l'intervalle {0, 1] et égale à O à proxi- 
mité d’un point q (i.e. dans un voisinage de ce point) et à 1 à pro- 
ximité d'un point p,. {N o t a. Cf. le corollaire 2 au lemme 1 de Îla 
leçon 1 ou la proposition 2 de la leçon 14.] 

Définissons à l’aide de la fonction f de l'exercice 7 une forme ay 
sur U et une forme «y sur Ÿ en posant 
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= fire si pEUNy, 

(œu)p = 0 sinon (i.e. si p= Po), 
CRE pEuUny, 

(ay)? = 0 sinon (i.e. si p =). 


Il est clair que les formes &,; et «- sont différentiables et à = ay — 
—ay sur UV, donc 65 — day = 8%; — da, sur U NV. 
Donc, la formule 

; pee sur U, 

7 (8.-—da- sur V 

définit de façon unique une forme 6 sur S”, telle que d8 = w. La 
forme w étant une forme fermée arbitraire de degré m sur S”, ceci 
prouve que À"S" = 0. 


&k + * 


Le cas m = nr se traite de façon analogue. 
Proposition 5. Pour tout nr => 1 on a l'égalité 


(38) h"S" = 1. 


Démonstration. L'égalité (38) ayant déjà été prouvée 
pour nr = 1 (cf. formule (26)), on peut de nouveau raisonner par 
récurrence sur 7. 

Soit {U, V} le même recouvrement de la sphère S"* que plus 
haut. Puisque k"-1S"-1 = 1 par hypothèse de la récurrence et 
donc que 


RL (U NV) =h"-1(S"-1 x 1) = hn-197-1 = 1, 
il existe sur Ü f V une forme fermée mais non exacte 6) de degré 
n — 1, telle que toute forme de degré rz — 1 sur U f] V est cohomolo- 
gue à une forme a80), où a est un nombre. 


Par la méthode déjà connue, on peut, en se servant de la fonc- 
tion f de l'exercice 7, représenter la forme 6(° par 


(39) 80 — 8089 sur UN, 


où 0{” et 0Ÿ? sont des formes de degré n — 1 sur U et V respective- 
ment. Etant donné que par hypothèse d8(@) = O, il vient en vertu 
de la formule (39) 


d6f9 = 468? sur UfNF, 
donc les égalités 
ce sur U, 
(0) — 
d8®) sur V 
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définissent de façon unique une forme w(° de degré x sur S”. 

Supposons maintenant que w est une forme arbitraire de degré nr 
(nécessairement fermée) sur la sphère S”". En vertu du lemme de 
Poincaré, il existe sur U et V des formes 8, et 0, de degré r — 1, 
telles que w = d8 sur U et w = d84 sur V. La forme 6, — 84 
est fermée sur ÜU f V, donc il existe sur U f] V une forme a de degré 
n — 2et un nombre a € R, tels que 


Ou — 0y = de + «8 sur U f V. 


En représentant comme plus haut la forme & par &« = &y — ay, où 
au et av sont des formes sur U et V respectivement, on peut mettre 
cette égalité sous la forme suivante: 


Ou —dau—a8f}}) —0,—day—a8 sur UN. 

Donc, la formule 

B— su dey—a8® sur U, 

0, — day — a8®) sur V 

définit de façon unique une forme f de degré r — 1 sur S”. Ceci 
étant, 
dB = dy — a d8 = w—au® sur U 
dB = d8y— a d8Ÿ)=w—aw® sur V. 


Donc, df — w — awl° sur toute la sphère S", i.e. la forme w est 
cohomologue à la forme aw(. 

Pour achever la démonstration de l’égalité (38) il reste donc à prou- 
ver seulement que la forme w(° n’est pas cohomologue à O0 (i.e. n’est 
pas une forme exacte). Mais si ©(% — d6, on a d6f} — d(8],) 
sur U, donc 865 — 0 |y + du, où @u est une forme de degré 
n — 2 sur U. De façon analogue, 0%’ — 6 |; + dy, où y est une 
fonction différentiable sur V. 

Donc, 


et 


80 = 6) — 88 —d(pu—py) sur UNV, 


i.e. la forme 60) est exacte, ce qui est absurde. Donc, l'égalité 
© = d6 est impossible. O 


Sur l’exemple des sphères S!, S° et S' nous avons illustré 
trois méthodes essentielles de calcul des groupes de cohomologie 
d’une variété (à l’aide des recouvrements dont l'intersection de 
toutes sous-familles est difféomorphe à une boule, à l’aide de recou- 
vrements plus généraux ne satisfaisant pas à cette condition et 
enfin à l’aide d'intégrales). Ces méthodes seront étudiées plus systé- 
matiquement dans les leçons suivantes. L’exemple des sphères nous 
servira de modèle et de point de départ même si en principe on n’y 
fera pas explicitement référence. 


LEÇON 21 


Schémas simpliciaux et leurs réalisations géométriques. — Groupes 
de cohomologie de schémas simpliciaux. — Complexe double d’un 
recouvrement. — Groupes de cohomologie d’un complexe double. — 
Complexes doubles bordés. — Homomorphismes bords. — Complexes 
acycliques. — Acyclicité par rapport aux lignes pour p — (0. 


Tout d’abord nous allons décrire sous une forme abstraite les sche 
mas combinatoires des intersections mutuelles des éléments des 
recouvrements de variétés différentiables (ou, de façon plus générale, 
d'espaces topologiques). 

Soient Z un espace topologique arbitraire et U — {V,,kE K} 
un recouvrement ouvert de Z. On dit qu’un sous-ensemble fini 
{kos : - -, Km} d’un ensemble d'indices X est distingué si l’intersec- 
tion Us, N... N Ur, n'est pas vide: 


Un. NU D. 


Définition 1. Un ensemble À dont certains sous-ensembles finis 
sont distingués s'appelle schéma simplicial si toute partie d’un sous- 
ensemble distingué est distinguée. 

Il est clair que les sous-ensembles distingués de l’ensemble des 
indices À du recouvrement Ü satisfont à cette condition et donc X 
est un schéma simplicial. Ce schéma s'appelle nerf du recouvre- 
ment dl. 

On dit que m + 1 points d’un espace affine sont affinement indé- 
pendants s'ils n’appartiennent à aucun plan à m — 1 dimensions, 


i.e. si les différences k, — ko, . . ., km — k, de leurs rayons vecteurs 
k,, k,,..., kh sont linéairement indépendantes. 
Pour tous m + 1 points k,, . . ., k, affinement indépendants de 


l'espace R” (ou, de façon plus générale, d'un espace vectoriel sur le 
corps R), l’ensemble de tous les points k de la forme 


k = ko +... + imkm: 
OÙ 9, + + +5 1m Sont des nombres réels tels que 
0Lb<E1,..., 0Lim< 1 
et 


bo +... +im =1 
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(nous identifions comme toujours les points de R* à leurs rayons 
vecteurs), s'appelle simplexe à m dimensions de sommets ko; …, kh 
et se désigne par le symbole k,, . ..,k,. Pour m—0 c'est le point 
k, ; pour m = 1, le segment k,k : pour m = 2, le triangle k,k,k, ; 
pour m = à, le tétraèdre kkik:ks. 

Les nombres Los + + +» im S'appellent coordonnées barycentriques 
du point k du simplexe k, ... k. 

Un point k est un point intérieur à un simplexe k, ...k,, si 
O0 <t; <'1 pour tout i = 0,..., m. (Un tel point est intérieur au 
simplexe k, . . . k,, au sens topologique général par rapport au plan 
a m dimensions contenant le simplexe.) 

Un schéma simplicial Æ sera dit réalisable si ses éléments peuvent 
être représentés (pour #7 assez grand) par des points de l’espace R”, 
tels que: 

1) pour tout ensemble distingué {ko, . .., km} © K, les points 
correspondants k,, ..., k, sont affinement indépendants (et défi- 
nissent donc un simplexe k, ... k,); 

2) les simplexes k, . .. k,, et k° . .. k} correspondant à deux 
sous-ensembles distingués distincts {ko, . . ., km} et {k5, . . ., Km} 
du schéma ÆX ne possèdent pas de points intérieurs communs. 

Dans ce cas, la réunion de tous les simplexes k, . . . k, corres- 
pondant à tous les sous-ensembles distingués {k,, . . .,k, } s'appelle 
réalisation géométrique du schéma X et se désigne par le symbo- 
le | XÀ |. 

Les figures tracées à la leçon précédente représentaient justement 
la réalisation géométrique des nerfs des recouvrements correspon- 
dants de la sphère S° et du cercle S'. 

Par une tendance au transfert des termes, qui est propre aux 
mathématiques, les sous-ensembles distingués du schéma X sont 
généralement appelés simplexes de K. {Pour faire la distinction — 
si besoin est — entre les simplexes dans X et les simplexes dans R”, 
on dit des premiers qu'ils sont abstraits (ou schématiques) et des 
seconds, qu'ils sont euclidiens (ou géométriques).] Les éléments d’un 
schéma figurant dans l’un au moins de ses simplexes s'appellent ses 
sommets et le simplexe {k,,. . .. A}. simplere de sommets ko, . . ., km. 

Les éléments du schéma Æ,qui ne sont pas des sommets, ne 
participeront dans la suite à aucune construction (tout comme ils 
ne participent à aucune réalisation géométrique | X |) et on peut 
les négliger sans crainte. [Pour cette raison, en définissant un schéma 
de nombreux auteurs ont introduit un axiome auxiliaire impliquant 
que chaque élément du schéma soit un sommet. Mais en définissant le 
nerf d’un recouvrement, il faut alors exiger que ce recouvrement soit 
composé d’ensembles non vides, ce qui n’est pas toujours commode.] 

Remarque 1. En fait nous n’aurons nulle part besoin des réalisa- 
tions géométriques. Nous les avons décrites uniquement pour pouvoir 
appliquer le langage géométrique aux schémas simpliciaux. C’est 
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pourquoi en particulier nous glisserons sur la question assez délicate 
de savoir quels schémas simpliciaux sont réalisables. Remarquons 
seulement que tout schéma simplicial fini est visiblement réalisable. 


Exercice 1. On dira qu'un schéma simplicial Æ est injectivement réalisable 
s’il admet une réalisation géométrique | Æ | telle qu'un sous-ensemble F € | K| 
est fermé (pour la topologie induite) si et seulement si pour tout simplexe 
{ko +. km} « K est fermée l'intersection F fNk, ...k,,. Montrer qu'un 
schéma simplicial est injectivement réalisable si et seulement si 

a) l’ensemble de ses sommets est fini ou dénombrable ; 

b) chacun de ses sommets n'appartient qu'à un nombre fini de simplexes ; 

c) il existe un »# tel que chaque simplexe du schéma Æ contient n +1 
sommets au plus. 


Remarque 2. Les sous-ensembles de l’espace R”, qui sont les 
réalisations géométriques de schémas simpliciaux, s'appellent polyè- 
dres. Leur théorie topologique qui est appelée généralementto po- 
logie linéaire par morceaux est étroitement liée 
à la théorie topologique des variétés différentiables (on démontre — 
un difficile théorème ! — que toute variété séparée différentiable 
à base dénombrable est homéomorphe à un polyèdre) et constitue 
«la plus géométrique » des parties de la topologie moderne. Malheu- 
reusement, cette théorie sort totalement du cadre de ce cours. 


+ + + 


Soit À un schéma simplicial et soit X,, m => 0, un sous-ensemble 
du produit 


KX...xK, 
m+1 fois 


composé des suites (ko, . - ., km); Ko: + + +, #m € X, telles que l'ensem- 
ble {ko, - .. , km} est un simplexe du schéma ÆX. (Les éléments de 
Km S’appellent généralement simplexes ordonnés à m dimensions 
du schéma X.) 
Soit par ailleurs G un groupe abélien (noté additivement). 
Définition 2. L'application 


C: K, — G, (Ko: 7 Km) => C (ko: + 7 Km) 
s'appelle cochaîne à m dimensions du schéma K sur le groupe G (où 
à valeurs dans le groupe G) si cette application est antisymétrique, 
i.e. si C (Ko + - -» Km) Change de signe par permutation de deux 
arguments voisins #4, kKa+tys 0S a m — 1. En d’autres termes, 
l'application c est une cochaîne si 
(1) C (ko (O0) --» kg (m)) = £8,C (ko 9 km) 


pour tout simplexe ordonné (k,,...,k) € K, et toute permuta- 
tion © des indices 0, 1,...,m (où comme toujours e&, est la signature 
de la permutation 0). 


20—0964 
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Ces cochaînes forment de toute évidence un groupe qui est géné- 
ralement désigné par C"(X ; G). 

Lorsque G est un corps, le groupe C” (Æ ; G) est un espace vecto- 
riel sur ce corps. En particulier, pour G = R (le seul cas intéres- 
sant !) le groupe C" (Æ; R) est un espace vectoriel sur le corps R. 

Il est aisé de voir que pour toute cochaîne c E C"(X; G) la 


formule 
m+i 


(2) (8e) Go». Emm)= À (1) Go es gs» Am), 


où le signe exprime que l’élément correspondant k; doit être omis, 
définit une cochaïîne ôc € C"'*' (Æ ; G). (En effet, si l'on permute 
deux sommets voisins #, et k,+,1, 0 a< m, tous les termes de la 
somme (2) changent de signe à l'exception des termes d'indices a et 
a + 1 qui sont permutés, car ils fisurent dans cette somme avec des 
signes différents.) 

Il est clair que l'application 

ô: C"(K; G)— C(K; G), ci 60, 

est un homomorphisme qui est appelé opérateur cobord. 

L'opérateur 6 étant défini pour tout m > 0, on peut former la suite 


ô 
C'(K; G):CUK; G)— C'(K; G)—+... , 
.…—+ CT(K; G)— C"HA(K; G)—+. 
Proposition 1. La suite C° (K ; G) est ur complexe de cochaînes, i.e. 
ô (ôc) = 0 
pour toute cochaine c EC" (K; G) et tout m> 0. 
Démonstration. Pour tout simplexe ordonné (k,, ... 
.. Km+e) € Xm+2 l'élément 6 (ôc) (ko, - - .; km+2) du groupe G est 
la somme d'éléments de la forme 
(3) C(kgs cour Rp secs Æps see Émarh 0Li<iSm+2. 
apparaissant deux fois chacun: une fois dans le calcul du terme 
(—1){ (ôc) (Eos - « «s Kg + + + Km+2) l'autre fois dans celui du terme 


(—1){ (ôc) (ko: + - ., ki +. Km+o). Ceci étant, dans le premier cas, 
le terme (3) sera précédé du signe (—1)'* (puisque le sommet k, est 


le i-ième sommet du simplexe (ko, . . ., k;, . . ., km+-2)) et dans le 
second cas, du signe (—1)°*-! (puisque le sommet k, est (j—1)-ième 


sommet du simplexe (k,,...,k;,...,k+2)). Donc, tous les ter- 
mes (3) se simplifient. [ 

Les cochaînes c € C"(X ; G) telles que ôc—0 s'appellent cocycles 
du schéma X sur le groupe G, et les cochaînes ôc,oùcECT-!(K ; G), 
cobords. Les cocycles forment un sous-groupe Z" (ÆX; G) (le 
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noyau de l’homomorphisme 6: C"(K; G)— CT*(X; G)) et les 
cobords, un sous-groups B" (X ; G) (l’image de l’homomorphisme 
ô: CM-1(K ; G)— C"(K ; G); pour m = 0 on convient que B°(K ; G) — 
—0). On a ainsi défini le groupe quotient 


H"(K ; G) = Z"(K; G)/BT(K; G) 


puisque B"(K; G)e Z"(K ; G). 

Ce groupe quotient s'appelle m-iène groupe de cohomologie du 
schéma K sur le groupe G, et ses éléments, classes de cohomologie. 

Comparer avec les définitions générales du début de la leçon 20. 

Remarque 3. On démontre (ce théorème est difficile!) que les 
groupes de cohomologie (et les groupes d’homologie dualement défi- 
nis, Cf. leçon 29 plus bas) de deux schémas sont isomorphes si les 
réalisations géométriques de ces schémas sont homéomorphes. Ceci 
permet d'appliquer l'appareil des groupes de cohomologie (et d’ho- 
mologie) des schémas simpliciaux à l’étude des propriétés topologi- 
ques des polyèdres. La branche qui s'occupe de ces problèmes s'appel- 
le topologie combinatoire. Il y a un demi-siècle de 
cela, cette branche était autonome, mais aujourd'hui elle a été 
totalement absorbée par la topologie algébrique plus 
générale. [Le terme « topologie combinatoire » est parfois utilisé 
pour désigner toute la topologie algébrique, mais aujourd’hui cette 
situation ne correspond plus à la réalité.] 


* + * 


Lorsque X est le nerf d’un recouvrement Ü = {U,, k € K} d’une 
variété différentiable Z, on peut généraliser la construction du 
complexe de cochaînes C° (Æ ; G) (qui est alors désigné par C° (U; G)). 
Supposons pour fixer les idées que G = R. 

On appelle cochaîine de dimension p=> O0 d’un recouvrement U 
à valeurs dans un ensemble de fonctions une application c définie 
sur Æ} et associant à tout simplexe ordonné (k,,...,k»)€ Kh 
du nerf À de 1 une fonction différentiable 


C (Eos + kp) : Une. Nr, +R 


définie sur un ensemble ouvert (non vide!) U, fN...f Ur, et 


satisfaisant à la condition d’antisymétrie (1). Ces cochaînes forment 
un espace vectoriel que l’on désignera par C?P(U). Le cobord 
ôc € CP#1,0 (U) d’une cochaîne c € CP,0 (1) est défini par la formu- 
le (2) précédente (dans laquelle #7 est remplacé par p) à la seule 
différence que chaque terme c (k,, . .., k,, . . ., kL41) du second 
membre est supposé borné sur U;:, NN... MN Uz (sinon la for- 


mule (2) n’aura pas de sens). Il est clair que la relation 6 (6c) = 0 
(avec sa démonstration) reste en vigueur dans ce cas aussi, i.e. La 


20% 
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famille C'°(U) = {CP (U), 6} des espaces vectoriels CP, (U) et 
des homomorphismes 
6:Cr.0(U)+Cr+1.0(U) 
est un complexe de cochaines. 
De façon plus générale, pour tout g> 0 on peut introduire le com- 
plexe de cochaînes 
Ca (U)= {CP a (U), 6}, 
com posé de cochaînes dont les valeurs sont des formes de degré q, 
i.e. d'applications c définies sur Æ,, satisfaisant à la condition 
d’antisymétrie (1) et dont les valeurs c (k,,. . ., k,) sont des formes de 
de degré q définies sur Un, n-..h Un, (des éléments de l’espace 
vectoriel (22 (Ur, N .f Un). L' opérateur Ô est défini dans ce 
cas par la même ‘formule (2) (avec les mêmes précisions concernant 
les opérateurs de restriction). Pour q — O0 nous obtenons le com- 
plexe précédent C2 (U). 
A toute cochaîne c € CPU), on peut associer une cochaîne 
de E CP,1*1 (U) en convenant par définition que 
(dec) (ko, - +, Ap) = de (kos + - +, Kp) 


pour tout simplexe ordonné (k,, ..., kn) € K;. 
Il est clair que les applications 


(4) d:Cr.a(U)—Cr.3+1(Ù) 
commutent aux opérateurs 6, i.e. pour tous p, g > 0 le diagramme 


Cr.a(U)— CP+ta(u) 
d [4 
Creati (0) CP+i.a+i(U) 
est commutatif. Par définition (cf. définition 2 de la leçon 20) ceci 


exprime que les applications (4) forment une application de co- 


chaînes 
d:C'3(U)—+C°3+1(0) 


du complexe C°:1 (U) dans le complexe C”; 1#1 (U). 

On remarquera que ded = 0, i.e. pour tout p> 0 la famille 
C?° (U) — {C?:7 (U), d} est un complexe de cochaînes. De plus, 
les applications 

Ô:Cr-.1(U)—+CPria(U) 


formeront une application de cochaînes du complexe C?'° (U) dans 
le complexe C?*"° (U). 
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Définition 3. Une famille C°.° — {CP:1, 6, d} de groupes C?9, 
où p, g> 0, et d'applications 


Ô:Cr.a%CP+1,q, d':Crni—>Craiti 


s'appelle complexe double si 
ô0ô—0, dod=0 et doô—6cd, 
1.e. Si 
1° pour tout g>0 (resp. p>0) la famille C°:2—{CP.9, ô} 
(resp. CP: * —{CP:9, d}) est un complexe de cochaïnes; 
2 Jles applications d forment une application de cochaïnes 
d:C°3—C°ati 
du complexe C°:? dans le complexe C°:7*!, et par suite, les applica- 
tions 6 forment une application de cochaînes 
Ô:CP°#Cr+i,° 
du complexe C?'* dans le complexe C” te, 


On voit donc que pour tout recouvrement Ù de la variété diffé- 
rentiable Z on a construit le complexe double 


C"(U)={Cr.3(U), 6, d} 
que l’on appellera complexe double du recouvrement 1. 
+ + + 


Les complexes doubles seront représentés par des tables de la 
forme 


Larees fes bee Luce. 
af AI 
CHA DOM —>,..—> CP —ù CPS >... 


l | Î | 
CAO DCI —>, ,—>çm0 —>cptho —> 0 


Les complexes C°:? seront en conséquence appelés lignes du com- 


plexe double C*'’, et les complexes C”"", ses colonnes. 
En posant 


Cm=CimCin-19... DCr0 
pour tout m>>0, on définit l'application 
D:C7— Ci 
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par la formule 
dc = Ôc + d’c, 
d'e=—(—1}Pde si cECrm-p, 


Donc, les éléments du groupe 6” sont des chaïnettes c — 
= (Cp + - +» Cm) des cochaînes du complexe C‘'‘, situées sur sa 


m-ième antidiagonale 
CT 


et l'application à associe à une telle chaînette une chaïinette Ôc = 
= (@&, - -., Em+1) telle que 


€o 
e, = ôco + d’c 
G 1 o + 1? C,—>° . 
(6) ........... 
Em = ÔCn-1 + d Cm 


En particulier, dc=0 si et seulement si 
0 
d’co=0, Co —> 0 


Ôco + d'e, = 0, 
(7) ......... 


Cm 0. 
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. Puisque d’ôc = (—1}P*!d ôc et ôd’e = (—1}? 6 de, il vient 
d'oô + 6ôcd’ = 0 et par suite, 


Do bd = (5 + d') o (ô + d') = 8e 8 + 8e d’ +d' e ô + d'ed'=0. 


Ceci exprime que la famille {C", d} est un complexe de cochaînes. 
Les groupes de cohomologie de ce complexe de cochaïînes seront 
appelés groupes de cohomologie du complexe double C‘'° et désignés 
par H" (C°" ). 
Dans le cas particulier C°'° = C‘"’(U), ces groupes seront 
EU groupes de cohomologie du recouvrement U et désignés par 


+ + * 


Le complexe double du recouvrement U = {U,,k € K} sera bor- 
dé de façon naturelle à gauche par le complexe de de Rham {Q%2°, d 
de la variété Z et, inférieurement, par le complexe {C? (U); R), 6} 
de cochaînes du recouvrement Ü à coefficients dans le corps R: 


: : 
0e me à e0 du) +. eu) cr leu). 
Ti 
: | : 
(8) os sien e _ch1(u)>… 
0-80 À | c2 6(u] C0 (un... 000 (un) 9 09"#0(u) 


it i tt iÎ 


Cu; Rr)+c'{(u:R)>... CPU. FR) — cru; R)—... 


(e) 0 (e) (e) 


où à sont les injections engendrées par l'identification d’un nombre 
À ER avec une fonction constante prenant la valeur À, et les appli- 
cations j sont définies par la forumle 


Go) () = © lu. 


où HE QT et k E X. 
Il est clair que les applications i et j commutent respectivement 
aux opérateurs Ô et d, i.e. forment les applications de cochaînes 


i: C°(U R)—+C"0(U), j:Q0 700 ° (4). 
Ce sont en outre des monomorphismes qui vérifient les relations 
doi=0, ôcj—=0. 
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(La relation d © i — 0 résulte du fait que si f — const, alors df = 0, 
et la relation 6 © j = 0, du fait que par définition 


(ôc) (or 41) = € (1) — e (ko) sur Un, N Un, 
pour tout simplexe ordonné (k,, k,) € K,,et donc, si c(k) = « sur 
U,, alors (ôc)(k,, k1) = 0.) 

Cette situation mérite une définition spéciale. 


Définition 4. On appelle complexe double bordé \a table composée 
de groupes et d’homomorphismes 


Q 
t 
1 
d d 
ofhiibas let Lies 
tt t 1 
j 1 À . . . 
(9) 08 + lent Ch... > C1 —> CP 1 >... 
1 
op [eue geo... gnome gt e 
Î tÎ 1] î 
A —» A1 >, M  — Ar >... 
Î l l L 
0 () 0 0 


où la partie encadrée est un complexe double au sens de lafdéfini- 
tion 3 et où 

1° les familles 4° — {4?, ô} et B° — (B*, d} sont des com- 
plexes de cochaînes ; 

2° les applications à forment une ‘application de cochaînes du 


complexe 4° dans le complexe C°"°, telle que 
(10) doi=0; 


3° les applications )j forment une application de cochaïînes du 
complexe B° dans le complexe C°’‘, telle que 


& toutes les applications à et j sont des monomorphismes. 
$ + £ 


De la relation (10) il résulte immédiatement que pour tout élé- 
ment a € À l'identification de l'élément ia € C”,0 à la chaîne (0, . 
, 0, ia) E C" nous donne une application de cochaïnes à de À’ 
dans {C", DL [En effet, vu que (doi) a = 0, il vient d (ia) — 
= (0, , (Üoi)a) = (0,..., 0, à (ô6a)) = à (ôa).] Les homo- 
morphismes 


(11) it: HT(A°)— HT (C°"°) 
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induits par cette application de cochaïnes seront appelés komo- 
morphismes bords inférieurs. 
On définit de façon analogue les homomorphismes bords gauches 


(12) j*: H" (B°)— H" (C°''). 


Pour un complexe double C*°.° (U) d'un recouvrement 4 de 2? 
les homomorphismes bords inférieurs sont de la forme 


it: HP (U; R)— HT (U), 
et les homomorphismes bords gauches, de la forme 
j* : AT — H"(U). 


EE, 


On dira qu’un complexe double bordé (9) est acyclique par rapport 
aux colonnes si chacune de ses colonnes est une suite exacte, i.e. pour 
tous p,g9>0ona 


Im (i: AP CP.0) si g9=0, 


Ker G:cre cr) [TT (d:CPea-t Cr1) si g>0, 


[Pour g = 0 cette égalité exprime que le monomorphisme à applique 
isomorphiquement le groupe AP sur le groupe AH°(C?'°) — 
= Ker (d: CP,9 > CP.) du complexe C?'‘, et pour qg > 0, que 
le groupe HA (CP'*) de cohomologie de ce complexe est égal à 0.] 

On définit de façon analogue les complexes doubles acycliques par 
rapport aux lignes, pour lesquels 


Im (j:B1— C0.) si p=0, 


: . CP: +1, — 
Ker (6 : CP q— CP = {e (ô:CP-1.a Cr.a) si p >0. 

La clé du calcul des groupes de cohomologie de de Rham des varié- 
tés différentiables est fournie par le lemme algébrique suivant : 

Lemme 1. Si un complexe double bordé (9) est acyclique par rapport 
aux colonnes (resp. aux lignes), pour tout m > 0 l'homomorphisme bor4 
inférieur (11) (resp. l'homomorphisme bord gauche (12)) est un iso- 
morphisme. 

Démonstration. Supposons qu'un cocycle a € A” du 
complexe À° est tel que i* [a] = 0, i.e. il existe une chaînette 
C—= (co, .-., Cm-1) € Cl telle que dc — ia. Par définition, ceci 
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exprime que 


d'co=0, Co +0 


Ôco + d'a =0, 1. 
ED sens + d'ema=0, " 
ÔcC 1 = ia, À 
Cm-2 + Ù 
Cm 7 LE. 


La premiere colonne du complexe C‘'° étant par hypothèse une 
suite exacte, il existe une cochaîne b, € C°,"-1 telle que db, = c,. 
La cochaîne c’ — c — db, (i.e. plus exactement la cochaîne c — 
— D (b,,0,.. .,0)) sera de la forme (0,c;,...,cn-1) et vérifiera com- 
me précédemment la relation de’ = ia. Donc, sans perdre en géné- 
ralité, on peut d'emblée admettre que c, = (. 

La deuxième relation (13) sera alors de la forme dc, = O0 et, 


puisque la deuxième colonne du complexe C‘‘'* est une suite exacte, 
il existera un élément b, € C!;"-1 tel que db, = c,. En remplaçant 
donc c par c — db,, on fait en sorte que c, = 0 et c, = 0 (tout en 
conservant la relation dc = ia). 

En se déplaçant ainsi le long de l’antidiagonale, on arrive finale- 
ment à une chaînette c de la forme (0,...,0, c,1), où cm est une 
cochaîne de C"-10, telle que dc, = 0 et ôc, _, = ia. Mais puis- 
que dc, — 0, il existe toujours en raison de l'exactitude de Ia 
colonne correspondante un élément a’ € 4A”"-! tel que ia” = Cm et 
donc tel que 


i (0a”) = Ô (ia”) = cn = ia. 


L'application i étant par hypothèse un monomorphisme, ceci prou- 
ve que ôa’ = a, i.e. que [a] = 0 dans H" (4°). L'homomorphis- 
me (11) est donc un monomorphisme. 

Soit maintenant c = (co,..., Cm) un cocycle à m dimensions du 
complexe {C”, d}. Les relations (7) sont alors remplies pour les 
<ochaînes co, - - ., Cm. En particulier, de, = 0. Donc, il existe de 
nouveau une cochaîne b, telle que la composante c, du cocycle c — 
— db, est nulle, donc, en vertu de la deuxième relation (7), de, 0 
pour ce cocycle. Par conséquent, il existe une cochaïne b, telle que 
la composante c, du cocycle c — db, — db, sera nulle aussi. 

En poursuivant ce processus, on obtient en définitive un cocycle 
<ohomologue au cocycle donné, dont toutes les composantes c,,... 
- ++ Cm_1 Sont nulles et la composante c,, = ia, où a est un cocycle 
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du complexe À’, i.e. on obtient un cocycle qui est l’image du cocy- 
cle a par l’application i: A" C". Ceci exprime que l'homomor- 
phisme (11) est un épimorphisme. 

On démontre mutatis mutandis la proposition analogue pour les 
complexes doubles acycliques par rapport aux lignes. C 

Corollaire 1. Si un complexe double bordé (9) est acyclique par rap- 
port aux colonnes et aux lignes, pour tout m> 0 le groupe H" (A) 
est isomorphe au groupe H" (B°). O 

Corollaire 2. Si pour un recouvrement ouvert U = {U,,kEK} 
d'une variété différentiable © le complexe bordé (8) est acyclique par 
rapport aux lignes et aux colonnes, pour tout m > 0 le groupe de coho- 
mologie de de Rham H" Z de la variété ZX est isomorphe au groupe de 
cohomologie H" (U; R) du recouvrement YU: 


H"T = H"(U;:R). DO 


Dans ce cas donc le groupe H°® peut être calculé par un pro- 
cédé purement combinatoire d’après le nerf À du recouvrement 1. 
(Cf. calcul des groupes A7 S" à la leçon précédente.) 


+ + + 


La condition d'acyclicité du complexe double (8) par rapport 
aux lignes pour p = 0 exprime que chaque cocycle c € C9,9 (Ù) est 
de la forme io, où w € (972, i.e. tel que c (4) = w sur VU, pour tout 
k € K. Or,ilen va bien ainsi car la condition que la cochaïne c: kr» 
+ C (k) EQTU, est un cocycle exprime que 


c(k)=c(k,) sur Ur NU, 


pour tous indices À, k, € K (tels que Us, N Ur, D), i.e. les 
formes c (k), À € K, sont compatibles sur les intersections et consti- 
tuent donc une forme w € Q%Z°. Donc, la condition d’acyclicité par 
rapport aux lignes pour p = 0 est remplie pour le complexe (8) d'un 
recouvrement arbitraire VU. 

Les conditions assurant l’acyclicité du complexe (8) par rapport 
aux lignes (pour p >> 0) et colonnes (pour g > 0) seront étudiées à la 
prochaine leçon. 
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Acyclicité par rapport aux lignes d’un complexe double d'un recouvre- 
ment numérotable. — Acyclicité par rapport aux colonnes d’un com- 
plexe double d’un recouvrement de Leray. — Théorème de de Rham- 
Leray. — Généralisation. — Groupes E2:2. — Groupes F?:1. — Grou- 
pe adjoint à un groupe gradué à filtration. 


Définition 1. On dit qu’une famille {n.} de fonctions différentia- 
bles positives nr : Z'—+ R est localement finie si tout point d'une 
variété Z' admet un voisinage en lequel seul un nombre fini de 
fonctions 1, sont non nulles. Une famille localement finie {n:} 
s'appelle partition de l'unité si 


Ù m1 
À 


(cette somme a un sens en vertu de la condition de finitude locale). 
Une partition de l'unité {n,} est dite subordonnée à un recouvre- 
ment ouvert {U,} (avec le même ensemble d'indices) si nn: — 
à l'extérieur de VU, pour tout #. (Signalons qu'il existe une autre 
définition plus restrictive qui implique que U, contienne non seule- 
ment l’ensemble où n, =£0 mais aussi son adhérence.) On dit qu’un 
recouvrement ouvert {U,} est numérotable s'il existe une partition 
de l'unité {n,} qui lui est subordonnée. Une variété 2° est paracom- 
pacte si chacun de ses recouvrements ouverts est numérotable. 

I] se trouve que si un recouvrement Ü = {U,; kE K} d'une 
variété différentiable © est numérotable, son complexe double C*°'’(U) 
est acyclique par rapport aux lignes. En effet, en vertu de la remarque 
faite à la fin de la leçon précédente, il suffit seulement de prouver 
que pour tout g=>0, chaque cocycle c à p dimensions (p > 0) du com- 
plexe de cochaînes C°*— {CP:1(U), 6} est un cobord. A cet 
effet, associons à une cochaîne c € CP:4(U) la cochaîne Dec € CP-1,1(U) 
définie (visiblement de façon unique) par la formule 


(1) (De) (kos ---; Kp-1) = où Mack, os +, Kp1) 


(os °° kp=1) € K p-1 
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où {n, } est une partition de l'unité subordonnée au recouvrement \. 
Alors pour tout simplexe (k,, ..., k») € Kh 


P A 
(SDe) (ko + kn= D (— 1) NS mc, ko... ki, ..., kn)= 
i1=0 REK 


P a 
= D D (—1)'e(k, ko .... ki, ..., kp) 
REK ix0 


(Dôc) (kor -.., k)= à nu (ôc) (4, k5 -.., k,)= 


P = 
= Din eo ee BH (HG Bo ee En ce En) ]= 


p A 
=C(ko -... kp)— Dom (1e Hors Ris +. kp)= 


kEK 


= c(k -.., kp)—(6Dc)(ko, -.., hp), 


Dôc + ôDe = c 
pour toute cochaîne c. Donc, si ôc = 0, alors c — ôDc. O 


+ à + 


Considérons maintenant les conditions assurant l’acyclicité du 
complexe C*'° (Ü) par rapport aux colonnes. 
On rappelle (cf. définition 4 de la leçon 10) que [|.Z', désigne 
[e À 


l'ensemble de toutes les familles {x,}, où z, E2’,. Lorsque 
les Z’, sont des espaces vectoriels, cet ensemble est un espace vecto- 
riel par rapport aux opérations {re} + {yo} = {to + Ya}, 
À {z,} = {x} et s'appelle produit direct des espaces vectoriels .2’,. 
On définit de façon analogue les produits directs de groupes, de 
complexes de cochaïines, de complexes doubles, etc. 

Ceci étant, il est clair que par exemple Les groupes de cohomologie 
d'un produit direct de complexes seront produits directs des groupes de 
cohomologie des facteurs. 

En comparant la définition générale du produit direct d'espaces 
vectoriels avec celle des espaces vectoriels C?;7 (U), on s'aperçoit 
immédiatement que chague espace vectoriel CT: (U) est un pro- 
duit direct 

NUL N ... AUx ) 
K P 


Ro À }= 


P 
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d'espaces vectoriels GT(U,,fN ... AUxzr ) par rapport aur sim- 
plexes à p dimensions {ko, ..., kh} du schéma simplicial K. De 
plus, l’application d : CP. 3 (U) + CP: 1+1(U) associe à tout facteur 
M(Uz, N ... AUx) de l’espace vectoriel C?:3(U) le facteur 
HU, N … NU.) de l’espace vectoriel CP:2+1(U) et n'est autre 
que la dérivation extérieure 


d :Q7(Uz, N …. N Ur) TT (Us, N . N Ur). 


Ceci exprime que pour tout p > 0 le complexe C*?'’(U) est un produit 
direct de complexes de de Rham Q'Ur, n...nh Un); et donc ses 
groupes de cohomologie sont les produits directs des groupes 
HT(U:,Nn...1n Ur). S'agissant donc du complexe C‘'° (1), la 
condition d’acyclicité par rapport aux colonnes est remplie pour 
g>0siet seulement siles groupes decohomologie AU, N...{1NUx), 
P 
qg > 0, sont nuls pour tout simplexe {k,,..., kn)€ Æ. De façon 
analogue, pour tout p > 0 le groupe C? (U; R) n’étant autre que le 
produit direct d'espaces vectoriels R par rapport à tous les sim- 
plexes {k,,...,k,)C K, dire que le complexe C‘'* (U) est acycli- 
que par rapport aux colonnes pour g = 0 revient à dire que le grou- 
pe H(Uz N..-./NU,:) est isomorphe à R pour tout simplexe 
0 p 

{ko, - .., Kp}C À. 

Ces conditions étant visiblement remplies en vertu du lemme de 
Poincaré (et de la proposition 2 de la leçon 20) lorsque toutes les 
intersections U, MN..." Un, sont difféomorphes à une boule ou- 


verte B" de l’espace R* (où comme toujours nr = dim Z’), on voit 


que Le complexe C°'‘(U) est acyclique par rapport à ses colonnes si pour 
tous indices ko, . .- ., kn € K l'intersection u,,n...n Ur, pourvu 


qu'elle ne soit pas vide, est difféomorphe à la boule B”. 

Définition 2. On dira qu’un recouvrement ouvert U = {U;; 
k € K} d'une variété différentiable ° à 7 dimensions est un recouvre- 
ment de Leray si pour tous indices k,, ..., k, € K l'intersection 
Us, n...n Un, soit est vide, soit est difféomorphe à la 


boule B". 


Donc, pour tout recouvrement de Leray VU, le complexe C°*° (U) 
est acyclique par rapport à ses colonnes. 


+ + * 


En collationnant les résultats obtenus, on obtient grâce au corol- 
laire 2 du lemme 1 de la leçon précédente le théorème suivant : 

Théorème 1. Pour tout recouvrement numérotable de Leray d'une 
variété différentiable Z', les groupes de cohomologie H"(U;: R) sont 
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isomorphes aux groupes de cohomologie de de Rham H"% de la va- 
riété L'. 

Ce théorème s'appelle théorème de de Rham-Le- 
r a y. 
On démontre sans peine la formule explicitant l’isomorphisme 


(2) H"(U; R)> AZ. 


Exercice 1. Si l’on applique m fois l'opérateur d c D, où D est un opérateur 
de CP,a(U) dans CP-La(U) défini par la formule G}, à la cochaïîne icE 
€ CM (),cE CM(U; R), on obtient une cochaîne de Cv," (NU). Montrer 
que 

19 Jorsque c est un cocycle, la cochaîne (do D)Mc est de la forme jo, où 
o est une forme fermée de QMm. ; 

20 la classe de cohomologie [w] de la forme © dépend de la seule classe de 
cohomologie [ec] du cocycle c; 

30 l'application {c] ++ [w] est au signe près un isomorphisme (2). 


Corollaire 1. Pour tout recouvrement numérotable de Leray Ù 
d'une variété différentiable ', les groupes de cohomologie HT(U ; R) 
sont indépendants — à un isomorphisme près — de ce recouvrement et 
sont définis exclusivement par la variété X'. [ 

Remarque 1. On démontre — par des raisonnements totalement 
différents ne dépendant pas des formes différentielles — que le 
corollaire 1 est encore valable pour les groupes de cohomologie 
H" (U ; G) sur un groupe quelconque G. 

Définition 3. Les groupes H" (1; G), où U est un recouvrement 
numérotable de Leray de .7”, s'appellent groupes de cohomologie de 
Cech de la variété ./’ et sont désignés par H"(Z'; G). Ils sont défi- 
nis si la variété Z° possède au moins un recouvrement numérotable 
de Leray. 

Cette définition est cohérente en vertu de la remarque 1. Elle per- 
met de reformuler le théorème 1 sous la forme suivante: 

Théorème 1a. Si une variété {° possède un recouvrement numérota- 
ble de Leray, ses groupes de cohomologie de de Rham sont isomorphes 
à ses groupes de cohomologie de Cech: 


H"T'=H"(T;, R), m>0. 


Bien que le problème de l'existence d’un recouvrement numéro- 
table de Leray pour une variété donnée © ne pose en principe pas de 
difficultés, il est intéressant de l’envisager dans le cas général. 

Théorème 2. Toute variété séparée satisfaisant au deuxième ariome 
de dénombrabilité (en particulier, toute variété compacte séparée) est 
paracompacte, i.e. chacun de ses recouvrements ouverts est numérotable. 

Remarque 2. On démontre que, réciproquement, toute variète 
séparée paracompacte connexe satisfait au deuxième axiome de dénom- 
brabilité. 

Cf. plus bas les remarques 2 et 3 de la leçon 24. 
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Théorème 3. Toute variété séparée paracompacle possède un recou- 
zrement de Leray. Si une variété est compacte, elle possède un recou- 
zrement fini de Leray. 

Corollaire 1. Les groupes de cohomologie de Cech H"{(Z'; G) sont 
définis pour toute variété séparée paracompacte Z'. Si la variété T est 
compacte, ces groupes possèdent un nombre fini de génératrices sur G 
{pour G =R, ces groupes sont finidimensionnels). 

Corollaire 2. Les groupes de cohomologie de de Rham H"Z d'une 
variété séparée paracompacte Ÿ' sont isomorphes à ses groupes de Cech 
sur le corps R: 


HT = HM (LR). 


Le corollaire 2 est généralement appelé théorème de de 
Rham pour les groupes de cohomologie de 
Cech. 

[D'une façon générale, on appelle théorèmes de de Rham toute 
une série de théorèmes décrivant les groupes HZ en termes topolo- 
giques. Ceci est dû au fait que le tout premier de ces théorèmes que 
nous verrons à la leçon 29 a été établi par de Rham.] 

Corollaire 3. Les espaces vectoriels H"Z, où Z' est une variété 
séparée compacte, sont finidimensionnels (donc, les nombres de Betti 
R"A sont définis). 

On démontrera le théorème 2 à la leçon 24. S'agissant du théorè- 
me 3, nous sommes contraints, comme dans le cas du lemme de 
Gauss de la leçon 5, de l’ajourner au prochain ouvrage de cette série. 


# * * 


D'une façon générale, même pour les variétés Z' les plus sim- 
ples, les recouvrements de Leray Ü contiennent un nombre assez 
élevé d'éléments, et le calcul des groupes A7(U; R) = H" (T';R), 
s'il n’est pas compliqué, devient en tout cas laborieux. D'où l’inté- 
rêt des méthodes de calcul des groupes H" (.Z'; R) opérant sur des 
recouvrements qui ne sont pas de Leray. (Les exemples de la le- 
con 20 montrent que cette approche peut être payante.) Ceci étant 
en vertu du théorème 2 (qu'à vrai dire nous n'avons pas encore dé- 
montré) on peut limiter notre étude des variétés, satisfaisant au 
deuxième axiome de dénombrabilité, aux seuls recouvrements numé- 
rotables 1 = {U,,k € X} pour lesquels le complexe bordé C°'° (U) 
est, comme on le sait, acyclique par rapport à ses lignes, et donc, 
ses groupes de cohomologie H” (Ü) sont isomorphes aux groupes de 
<ohomologie de de Rham HZ de la variété ©. Le calcul des groupes 
H" %' se ramène ainsi à celui des groupes H” (U). 

On admettra que sont connus: 

a) le nerf XÀ du recouvrement U (i.e. les indices k,,...,k, € À 
pour lesquels l'intersection Ur, n...h Un, n’est pas vide); 
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b) les groupes de cohomologie de de Rham AT(U,, N...fh Ur.) 
de la sous-variété ouverte U, MN... Un, pour tout simplexe 


{kos + - -, kDp} du nerf Æ ; et on cherchera une procédure algébrique 
qui nous permette à défaut de calculer entièrement les groupes 
H" (U) = H" Z' (ce qui restera du domaine du rêve) de recueillir 
à la rigueur la plus ample information sur ces groupes. 


+ * + 


Soit C°'* = {C?1; Ô, d} un complexe double, provisoirement 
arbitraire. Les colonnes C?'* = {CP:; d} du complexe C‘'* étant 
d’ordinaires complexes de cochaînes, leurs groupes de cohomologie 


Ha (CP'*) sont définis. Ces groupes sont traditionnellement désignés 
par EP. (On attire l'attention du lecteur sur l'ordre des indices 
supérieurs !) 

Les opérateurs cobords horizontaux 6 : CP:9—> CP*1,1 engendrent 
par définition une application de cochaînes C7 CP*!°, donc 
ils. induisent les homomorphismes 


(3) ô*:Et Er". 

Puisque 6 o ô = 0, il vient 6* o 6ô* — 0 et, par suite, pour tout 
g> 0 la famille E;'4 — {Er1; Ô*} de groupes et d’homomorphis- 
mes est un complexe de cochaînes. (Dans la suite on écrira tout 
simplement 6 à la place de ô*.) Les groupes de cohomologie HP(E°"1) 


des complexes E;"? seront aussi par tradition désignés par Æ?P:1 et 
représentés par une table de la forme 


Ef q E} q | E;' Y | 

° jt | 
0, 1 1, 1 

E2 E; | E? | 
El" 0 E! 0 E?' 0 


Par convention, ÆEPr°1 = H$H4 (C‘*) (et Er:2 = H$HA (U) si 
C'' = C*'° (U)), où les indices inférieurs désignent l'opérateur 
cobord par rapport auquel sont calculés les groupes de cohomologie. 
21—0964 
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Signalons que dans le cas du complexe double C°°° (U) l’infor- 
mation contenue dans les points a) et b) ci-dessus suffit en principe pour 
calculer les groupes EPr:1. En effet, on sait que chaque colonne 
C?° (U) du complexe C°'’ (U) est un produit direct de complexes 
de de Rham de la forme Q° (U,,Nn...n Ur), donc, ses groupes 
de cohomologie EP.4 — H® (CP'* (U)) sont des produits directs des 
groupes de cohomologie de de Rham H° (Ur, N-..-h Un). Ceci 
exprime que le passage du groupe C?:7(U) au groupe EP: consiste, 
si on se limite aux cochaînes 

C : (ko 7 k)) + c (ko. CCE k,) ESA (Un, CR AUx,) 


dont les valeurs c (ks, . . ., k,) sont des formes fermées. à passer 
à leurs classes de cohomologie 


[c(ko, -.., hp) E AT (Ur, N ... AUn,)- 
On peut donc admettre que les éléments du groupe EP: ? sont des fonc- 
tions antisymétriques 

C2 (kgs + + + Kp) + C (ko, : +. Rp); 


définies sur X,, telles que c (ko, . . ., kp) € H (Un N...0N Us.) 
(des cochaïnes à valeurs dans un groupe de cohomologie de de Rham). 
Ceci étant, l'opérateur (3) sera défini par la formule 


L p+i _ x 
(ô*c) (ko, .., kph)= 2 (— 1) € (Ko, os Ris kh+1). 


où au second membre on a omis d'écrire les homomorphismes de 
restriction 


HA (Un, N +. NU, N -.. N Un) H(Un, N -.. Un.) 


(cf. formule (2) de la leçon précédente). Ceci nous fournit un algo- 
rithme de calcul des groupes Æ£?:1, qui est assez opérationnel si ce 
calcul n’est pas trop volumineux. 

Donc, nous pouvons considérer que les groupes Æ£P:% pour les 
complexes doubles de la forme C°'° (1) sont connus du moins théo- 
riquement. 

Exemple 1. Si U = {U, V} est le recouvrement à deux éléments 
de la sphère S” envisagé à la leçon 20, parmi les groupes H" (U), 
H" (V), et H"(U MN V), seuls sont non nuls les groupes 

HM(U)ZER, M(V)£ZR, M(UNV)ZR 
et 
H"1(UNV) = HniSnt LR. 


Donc, le complexe £;"° est isomorphe au complexe C°(U; R), et 
par conséquent, les groupes EP: sont isomorphes aux groupes H? (U;R). 
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(C'est un fait général valable pour toute variété Z’ et pour tout 
recouvrement 1 de 2’ dont les intersections U,, Nn...n Ur, sont 
connexes.) 

D'autre part, il est aisé de voir que H° (U;: 3) & R (autre fait 
général valable pour tout schéma simplicial connexe dans un sens 
clair)et que HP (U; R) = Opour p > 0 (le nerf du recouvrement 1, 
ou plus exactement sa réalisation géométrique, est le segment 


(5) So 


donc, pour p >> 1, même le groupe C? (U; R) est nul, et pour p = 1, 
tout élément du groupe C1 (U; R) = Z1 (u; R) est défini de façon 
unique par le nombre À = c (0, 1), donc, est égal à 6e, où e est une 
cochaîne de dimension zéro définie par la formule e (0) =0,e (1) =À). 
Donc, 
R si p=0, 
Er: — 
2 0 si p>0. 
Parmi les groupes Æ£r: 1, q > 0, seul est non nul le groupe E1:"-1— 
= CT (U;R) isomorphe : à R. Donc, parmi les groupes Er: a, qg > 0, 
seul sera aussi non nul le groupe Ei: n-1&R. 
Par conséquent, pour le recouvrement {U, V} de S" la table des 
groupes Æ£P: 4 est de la forme 


n — 41 


(les autres cases contiennent des zéros). [] 


+ + * 


Il reste à passer des groupes ÆP°® aux groupes H" (C°'‘). Pour 
cela on décrira d’abord les groupes EP. à l'aide des groupes C?:1. 
Ceci étant, pour éviter les nnombrables restrictions, on admettra 
que les groupes C?,7 sont définis aussi pour les p, g << 0 et sont 
nuls dans ce cas: 


CM" 1=0 si p<0 ou g<t. 
Par définition, chaque élément x du groupe EP: 4 est une classe 


de ô-cohomologie d’un ô-cocycle c € E?P.9 qui à son tour est une clas- 
se de d-cohomologie d’un d-cocycle c € CP, 4. (Dans le complexe du 


21e 
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recouvrement U l'élément c est un cocycle à valeurs dans un groupe 
de cohomologie de de Rham et c s'obtient à partir de c en choisissant 
un représentant dans chaque classe de cohomologie c (ko, . . ., kh).) 
Donc, chaque élément x € EP: 1 est défini par un élément c € C?:1. 
On écrira x = [ec], (et c = [c],). 

Pour que l'élément [c], soit défini, il est nécessaire bien sûr que 
de = 0. En outre, l'élément ôc € CP*!, 4% doit être de la forme de,, 
où c, E C?*!, 1-1 (pour que l’élément {c], € EP: soit un 6-cocycle). 
Du reste il nous sera plus commode de remplacer d par d’ et de 
mettre ôc sous la forme — d’c, (ce qui en principe est sans importan- 
ce). Réciproquement, si de = 0, l'élément [c], est défini, et si ôc — 
— —d’c;, alors ô [c], =0, donc est défini l'élément [c],. Par consé- 
quent, l'élément [c], est défini si et seulement s’il existe une chaînette 
à deux éléments (c, c,) de la forme 


(® 
, d’ ô d'c = 0, 
(6) C "fa, ôc + d'c, — 0. 
Ci 


On démontre de façon analogue que Îe], = [c’], si et seulement 
s’il existe des cochaînes a € CP-1,f et b € CP, 11 telles que 


d'a—=0 et cc — c — ôa — d’b; 


schématiquement 
(Q) 
_ 1. 
{1) ac —C 
! 
b. 


On sait d’autre part (cf. formule (7) de la leçon précédente) que 
les chaïînettes de la forme 


0 

î 
Co 4 A _ O, 
C,—> ôco+d'e =0, 
C Len atdare 
. ÔCn1 + d'Cm=0, 
î êc =0, 

Cm1 7 
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à longueur maximale (finissant sur la ligne inférieure du com- 


plexe C‘’°) sont des cocycles du complexe C°"° (par rapport à l’opéra- 

teur D). Donc, si le cocycle (8) est tel que cc, =0, ..., cp, = 0, 

l'élément (che du groupe E?:"-P sera défini pour sa composante Cp. 
Donc, la correspondance” c—+ [cl définit une application 


(9) ZPm-P ERP, 


où ZP, "-P est un sous-groupe du groupe des d-cocycles Z"(C°'") du 
complexe double C‘'°, sous-groupe qui est composé des cocycles 


C — (Co + - .» Cm) pour lesquels c, = 0,..., ch = 0. Ceci étant, 
la définition de l'opérateur d (cf. formule (6) de la leçon précédente) 
entraîne immédiatement que, si les cocycles c — (0,...,0,c,,.. 
..r Cm) et © = (0, ..., O, .« Cm) du groupe æ, m-P sont 
cohomologues, il existe une ce éneite (Gp, Gus + - +, ps 0, . . ., 0) 
telle que 
(4) 
À 
(1 7, Sous ed 
d'a; =0, î ne 
Ôa, + d'a; —0, h : 
(10)  ..... see ñ 
a + d ap =0, A p_2 


? , 
Gap + d'ap=Cp—Cps 
Gp > Cp — Cp 


a). 


Cette relation se transforme en une relation exprimée par le diagram- 
me (7) pour a, — 0, _> = 0, mais dans le cas général elle est 
plus faible que la relation to Ceci nous oblige à envisager le groupe 


quotient EP. m-Pdu groupe E?"-P par le sous-groupe de tous les 
éléments de la forme [ôa» 1 LÀ d' ap], et le composé 

(11) ZPOMEP DL ER MP 

de l’homomorphisme (9) et de l'homomorphisme de passage au quo- 


tient E?. m-p > Ep. m-Pp, Contrairement à l’homomorphisme (9), 
l'homomorphisme (41) envoie tous les cobords contenus dans Z?, "-P 
en Ô, et, par suite, induit un homomorphisme 


(12) PMP ER, 


où FP, "-P est le sous-groupe de AH" (C°'°), image du sous-groupe 
ZP, ®-P par l’homomorphisme de passage au quotient Z" (C°'°) + 
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— H"(C°"°), ï.e. est composé des classes de cohomologie {c] contenant 
le cocycle c de la forme (0,...,0,c,,..., Cm). 

Il est clair que le sous-groupe FP+1."-P-1 Qu groupe FP: "P 
est envoyé dans Ô par l’homomorphisme (12). Donc, cet homomor- 
phisme induit un homomorphisme 


(13) FP-PIFPÉ EME SR ER MP, 


D'autre part, dire que la classe de cohomologie [c] € Fr: "-P, 
c— (0,..., O0, cn, ..., Cm-p) Se transforme en 0 par l'homomor- 
phisme (42) revient a dire qu il existe une chaïînette a = (a ,... 
+... Ep, 0, . . ., O0) telle que 


0 
î 
do 

d'a =0, À 

ao + d'a; =0, 1 
az + d'ap=0, Lo 
Ôa hp + d'ap — Cp: 
Gp Cp 


@p: 


Mais alors la composante c, sera nulle pour le cocycle c’ =c— da, 
i.e. ce cocycle appartiendra au sous-groupe ZP*', "-P-1, Puisque 
[c] = [c’], ceci prouve que le sous-groupe FP*!, "-P-1 est le noyau de 
l’homomorphisme (12), et donc, l’homomorphisme (13) est un mono- 
morphisme. 

+ + & 


Les sous-groupes FP: "-P forment une série de sous-groupes 
emboîtés 


(14) Hm(C-)=Foms Phm-i ,., = Pm0 = Fm+i, -1— {0) 


commençant par le groupe H" (C°°*) = F9, m et finissant par le 
sous-groupe nul F"+*1 -1 = {0}, 

Il est commode d'introduire la terminologie générale appro- 
priée. 

Définition 4. On appelle groupe abélien gradué une suite arbi- 
traire 


— {H9, H1,..., Hm,...) 
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de groupes abéliens H”. On appelle filtration d'un groupe gradué A” 
une famille {FP-%} de groupes abéliens, où —1< p, g << oc. tel- 
le que 

1) chaque groupe F?,' est un sous-groupe du groupe HP+*1: 

2) pour tout m => 0 on a les inclusions 


Hm=Foms Flim-1s.,., SFR OS Prtis-1= {0}. 


On appelle groupe adjoint à un groupe gradué H* à filtration un 
groupe gradué Gr(H°) = {Gr(H")} tel que 


(15) Gr(H")= Fom/Piim-1@ ... © Fm.0/Fm+i, -1, 


D'une façon générale, les groupes (15) ne permettent pas encore 
de restituer les groupes À", mais si le groupe H" est un espace vecto- 
riel de dimension finie (et les groupes Fr: "-P sont ses sous-espaces), 
le groupe Gr(H") est isomorphe au groupe H". En effet, dans ce cas 
les deux groupes H” et Gr (H"”) sont des espaces vectoriels de 
mème dimension finie (égale à la somme des dimensions des espaces 
quotients FP."-P/FPp+i,"-P-1 n = 0, ..., m), et nous savons que 
des espaces vectoriels de même dimension sont isomorphes. [Pour 
construire l’isomorphisme 4H” —+> Gr(H"), il faut choisir dans 
chaque sous-espace FP: "-P Je sous-espace RP: "-P supplémentaire 
du sous-espace Fr+t: "-P-l (je. tel que FP: "-P = Fo+i.m-P-1 
@ RP, T-P), Dans ces conditions 


H"=RnGRim-16 . @ Rm:0 


et les applications de passage au quotient FP."-? Fr. m-P/Fp+1,"-Pp-1 
induisent les isomorphismes RP. "-P Fr. m-P/Fp+1, M-P-1 qui 
composent l’isomorphisme H" — Gr(H"). (On remarquera que la 
construction de l’isomorphisme H7®—+ Gr(H"”) comporte un im- 
pont élément d'arbitraire qu'il est en principe impossible d'évi- 
ter.)] © 

Remarque 3. La proposition relative à l’isomorphisme des espa- 
ces vectoriels 4” et Gr(H”) est valable aussi sans la condition de di- 
mension finie, puisque le théorème d'existence du sous-espace supplé- 
mentaire de tout sous-espace n'implique pas cette condition. 


En effet, soit Ÿ° un espace vectoriel quelconque. On rappelle (cf. défini- 
tion 5 de la leçon I.3 et la définition 4 de la leçon I.4) qu'une famille (resp. un 
ensemble) de vecteurs de #° est Libre s’il en est de même de toute sous-famille 
(resp. sous-ensemble) finie, et complète si chaque vecteur de Y* est une combi- 
naison linéaire des vecteurs d’une sous-famille (resp. sous-ensemble) finie. On 
appelle base une famille de vecteurs libre et complète. Il est clair que la réunion 
de toute famille totalement ordonnée par inclusion de sous-ensembles libres de 7° 
est libre. Donc, d’après le lemme de Zorn (cf. leçon 10), l'ensemble des sous-en- 
sembles libres de %° possède des éléments maximaux. Chacun de ces éléments 
étant de toute évidence un sous-ensemble complet, ceci prouve que chaque espace 
vectoriel Ÿ° possède une base. De plus, toujours en vertu du lemme de Zorn, chaque 
sous-ensemble libre de %° est contenu dans une base. En particulier, si © est 
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un sous-espace de 7°, toute base {x,} de P est contenue dans une base {r,, y} 
de Ÿ°. L'enveloppe linéaire @ des vecteurs yg sera visiblement le sous-espace de 
7° supplémentaire de ®. 

Notre objectif immédiat est le calcul des groupes adjoints (15) 
pour le groupe gradué H°(C°'*) = {H"(C''°)} à filtration (14). 
Pour cela il nous faut d’abord caractériser l’image de chaque homo- 
morphisme (9) et ensuite décrire le passage des groupes £?:4 aux 
groupes Æ?P:9. Ceci fera l’objet de la prochaine leçon. 
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Groupes E?". — Suites spectrales. — Suite spectrale d’un complexe 
double. — Suite spectrale d’un recouvrement. 


Poursuivons l'étude des groupes EP? pour le complexe double: 
C'"* = {Cr.1; 6, d}. 

On sait que (cf. leçon précédente) 

a.) Un élément cl, € E?:9, c E CPr:1, est défini si et seulement 
si d’c — 0 et existe une cochaine c, telle que Ôc + d’c; = 0; schémati- 
quement 


0 
L 
(1) cC—+ 
4 
Ci. 


De plus, 

b.) L'égalité [c], = [c’J, est réalisée si et seulement si existent 
des cochaînes a et b telles que d'a = 0 et c’ — c = Ôa — d’b; sché- 
matiquement 


0 
Î 
(2) a—>c—c 
b. 


D'autre part, l'élément {c];, appartient à l’image de l’homo- 
morphisme Z?."-P_ Ep.m-Pp si et seulement si existe une chaïînet- 
te (1) susceptible d’être prolongée en la chaïînette 


0 

î 
C—+ d'c=0, 
L ôc + d'c, = 0, 
(3) EE 
4 6Cg1 + d'Ca=0, 
Car > 7 

À 
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de longueur qg + 1, aboutissant à la ligne inférieure du complexe C°":. 
Donc, parmi les chaînettes de la forme (1) nous devons choisir 
celles qui sont prolongeables à une chaînette de la forme (3). Il est 
naturel de le faire en prolongeant pas à pas la chaînette (1). 
Pour prolonger la chaînette (1) d’un maillon, on considère une co- 
“haîne ôc, € CP*+°, 2-1 


Puisque d ôc, = ô dc; = +6 ôc = O et Ô (ôc;) = 0, on a pour la 
cochaîne ôc, le diagramme 


4) 

à 

Ôc, + 
0 


qui montre que cette cochaîne définit un élément [6c,], € EP+2:9-1. 
La cochaïîne c, de la chaïnette (1) pouvant être remplacée par toute 
cochaîne de la forme c, ec; + a, où d’a — 0, la cochaîne 6c, 
est définie au terme Ôa près: 


0 


4 
a > Ôc, — c; 


Ceci indique (cf. b.)) que l'élément [ôc,], ne dépend pas du choix de 
Ja cochaîne c, et est défini de façon unique par la cochaîne c. Bien 
plus, si [e’], = [cf:, i.e. (cf. encore b.)) si 


alors 
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où c, = C1 + 6b, donc ôc; = ôc;. Par conséquent, [ôc,]. dépend 
de (c], seul, et par suite, la formule 


ds (cle = (ôcile 
définit de façon unique une application 
(4) d,:E£E> 7 Ert#7t. 


schématiquement : 


q-1 


p p+2 


De la définition de l'application d, et de la proposition b.) il 
s'ensuit immédiatement que 

C2) L'égalité d, {aï, = [c], équivaut à l'existence d'une chaînette 
de la forme 


0 
4 
a + 
(5) î 
arc 


En particulier d, (cl, — O si et seulement si existe une chaïnette 
de la forme 


0 
î 
C—+ 
(6) L 
C, > 
Î 
Co. 


Mais si (5) a lieu, (6) aussi aura lieu avec c, = Oetc, = 0. Donc, 
(7) d2 ° d, = 0, 
i.e. pour tous p et g on a l'inclusion 
Bite Zi", 
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Z51=Ker(d, : E "+ E2t?1"1) 
est le noyau de l'application d,: E2— E5t*1"!, et 
B3'=Im(d,:E35" "+! Er. 
l'image de l’application d,:ÆEP?-2 4+1+ EP.9, Posons 
Er =2% 1/B51 


Pour l'élément [{cl, € Z?°4 l'élément correspondant du groupe 
Ep.3 (la classe [c], + B2: 7) sera désigné par le symbole [{c],. 

Par définition, F élément [c], est défini si et seulement si l’élé- 
ment [c]. l’est et d, [c]: = 0. D’après la deuxième proposition de c.) 
ceci exprime que 

as) L'élément [c], € Eb:9, c E CP:1, est défini si et seulement si existe 
une chaînette de la forme 


(Q 
t 
C— 
(8) L 
Cy—+ 
î 
Co. 


Ceci étant, en vertu de la première proposition de c.), 
b:) L'égalité [c],; = [c’], est réalisée si et seulement si existe une 
chaînette de la forme 
— 
1, 
b. 


Pour toute chaïnette (8) la cochaîne ôc, est telle que 
0) 
be, 


Donc, est défini l'élément [ôc,], € E?+3: 4-2, et de plus 
d, [ôc,l, — 0. 
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Par suite, est défini l'élément [ôc,]s. La différence de deux chaînet- 
tes (8) étant de la forme 


(9 

L 

a+ 
t 
&s, 


un changement de la chaînette (8) se traduit par l’adjonction de 
l'élément [ôa,], = d, [al; à l'élément [ôc,],, donc l'élément [ôc.], 
ne change pas. Ce qui exprime que la formule 


ds cl; = (ôcels 
définit de façon unique une application 


(9) ds: 229 E8t002, 


Pour atteindre une complète analogie avec le cas précédent, on 
remarquera que si [ce], € BP°9, i.e. si 


0 

À 

A+ 
À 
rc, 


il existe alors pour c une chaïînette (8) avec c, = 0 et c, — 0. Donc, 
dslcl, = 0, et par conséquent, l'application (9) induit une appli- 
cation 

(10) d,: E 1 E5t%9"2, 


P p+5 


De la définition de l'application (10) et de la proposition b:) 
il s'ensuit immédiatement que 

C3) L'égalité ds (al, = {c]; équivaut à l'existence d'une chainette 
de la forme 
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0 
_ 
a— 
4 
(11) a+ 
> —+ C 
b. 


En particulier, ds [c]s — 0 si et seulement si existe une chaïnette de 
la forme 


0 
CC —+ 
(12) en 
1. 
4 
C3. 


Puisque (11) entraîne l'existence pour la cochaîne c d'une chaî- 
nette (12) avec c, = 0, c, = 0 et c; = 0, on voit qu'à l’instar de 
l'application d, l'application d, satisfait à la relation 

ds © ds — 0, 
et donc sont définis les groupes 
Ep = 25 /BE, 


«= 


où 
Z3 *=Ker(d,: 5 Eñt%9 "4, 
B5=Im(d,:£5"%+?1, #9, 
En poursuivant cette procédure, on obtient pour tout r > 2 des 


groupes £?"7 composés des éléments de la forme [c},, où c € CP, 
et de plus on aura les propositions suivantes: 

a,) L'élément Îc], est défini si et seulement si existe une chaïinette 
de la forme 


0 

î 

CC —+ 
(13) Î 
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b,) L'égalité [ce], — [c’], est réalisée si et seulement si existe une 
chaïnette de la forme 


(14) 


Apo > C—C 


b. 


Pour toute chaînette (13), l'élément [ôc,_,], dépend du seul élé- 
ment [cj,, de sorte que la formule 


d, [ec], = lôc,], 
définit de façon unique une application 


(15) d, : EP Ertra-rti 


qg-r+1 


p p+r 
Ceci étant, 


C;) L'égalité d, [a], = {c], équivaut à l'existence d’une chaïnette 
de la forme 


arc 


b. 


En particulier, d, [ce], = 0 si et seulement si existe une chaînette 
de la forme 
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0 
î 
C — 
À 
C: — 
î 
Cr > 


C,. 
Donc, d,°d,—0, et par suite, sont définis les groupes 
Er}1= 2 "/B?"*, 


Z?: T—Ker (d, . E?' a EP*" q-rHd, 


B?°1—]Im (d, : E?P”"" atr-1_, EP 1), 
etc. 
+ * + 


L'objet construit mérite d’être spécialement défini. 
Définition 1. On appelle suite spectrale (ou plus précisément suite 
spectrale cohomologique du premier quart) une famille 


(16) {E7'"; dr} 
de groupes (ou d'espaces vectoriels) ÆP:7 et d'homomorphismes 
(17) d,: EP EPtraicrti 


où r>2 et 0 < p, q << © (du reste, pour éviter toute sorte de restric- 
tions, on conviendra que les groupes EP: sont définis aussi pour 
les p et q << 0 et que de plus EP: 4 = 0 si p << 0 ou q << 0), tels que 
pour tout r > 2 


(18) d,od, =0 
‘et 
(19) E;1=27 87", 
où 


Z?1=Ker(d,: E7 7 EP+r I TES, 
BP=Jm(d,: EP" 9+7-1 EP.) 


(en vertu de (18) on a l'inclusion B?: 2 € ZP:9, et par suite, est 
défini le groupe quotient (19)). 

Les homomorphismes (17) sont généralement appelés différentielles 
de la suite spectrale (16). 

Pour tout r >> 2 fixe il est commode de ranger les groupes EP: 1 
ans une table de la forme 
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E, : 


appelée r-ième terme de la suite spectrale (16). 

On passe en deux pas de la table E, à la table E,,,. Au premier 
pas (« effacement ») on ne laisse dans chaque case (p, q) que les élé- 
ments qui se transforment en O par la différentielle (17). Ce pas ne 
modifie pas le contenu de la case (p, g) lorsque la case (p +r, 
q—r +1) sur laquelle agit la différentielle (17) ne contient que le 
zéro. Puisque la case (p + r, q — r + 1) est située à r — 1 rangs 
au-dessous de la case (p, q), l'effacement cesse de toute évidence 
dans (p, q), et par suite, pour la différentielle d,,+: 


Zorè= 23 = 


Le deuxième pas (« réduction ») consiste à diviser le contenu 
effacé de la case (p, g) par le sous-groupe des éléments provenant 
de la case (p — r,q + r — 1) située à r eolonnes à gauche. Donc, ce 
pas ne modifie pas le contenu de la case (p, q) lorsque p —r < 0, 
i.e. pour r > p + 1: 


BF}1 == B;}2 = ,,. 


Donc, pour tous p et q, le contenu initial EP: 4 de la case (p, q) 
diminue progressivement, lorsque r croît, et finira tôt ou tard par 
se stabiliser, i.e. il existe un r, >2 (plus exactement, r, = max (p +1, 
g + 2)) tel que 


PQ Pa … 
E;, = E;,}: — ee 
Posons 
1 __ pP.g 
ES = E}, e 


En vertu de (19), chaque élément y du groupe EP?:4 est l'image 
d'un élément du groupe EP:9 (appartenant au sous-groupe ZP:, 
qui à son tour est l’image d’un élément du groupe E?:,7 (apparte- 
nant à l’image réciproque du sous-groupe Z7:2 dans Er), etc. 
Le fait que ce mouvement en arrière nous conduit à un élément x du 
groupe ÆP°9 se traduit par la formule y = [x],. Pour r —=r, on 


22—0964 


338 LEÇON 23 


écrira [x]. au lieu de {z],,. (Donc, le symbole [x}],, construit plus 
haut pour les éléments [c], à l’aide du complexe double de la suite 
spectrale, aura la même signification que le symbole {c},, où c est 
une cochaîne telle que zx = {c}..) 

Si {x], est défini pour x € EP: 9, on dit que zx survit jusqu'à E,. 
Un élément zx survit jusqu’à £,+, si et seulement s’il survit jusqu'à 
E,, et d, [x], = 0. 

Il est commode (surtout dans les raisonnements oraux non for- 
mels) de considérer que chaque différentielle d, est une application 
partielle et multivalente de Æ?°2 dans ÆP+tr.a-r+1, [L'épithète 
« partielle » signifie qu’en fait d, est définie seulement sur un sous- 
groupe du groupe ÆE?: 4 (plus exactement, sur le sous-groupe des élé- 
ments survivant jusqu'à E,), l’épithète « multivalente », que les 
valeurs de la différentielle d, appartiennent en fait non pas au 
groupe ÆE?P+r.4-r+1 mais à un de ses groupes quotients (ou plus 
exactement à un sous-groupe de ce groupe quotient).] Pour cette 
raison, l'élément d, [zx], est désigné généralement par d,x. Il est 
défini si et seulement si d,z = 0,...,d,_,xz = 0. 

Si d,r = 0, l’élément zx s'appelle cycle de la différentielle d,. En 
particulier, si d,z = 0 pour tout r> 2, l'élément zx s'appelle cycle 
de toutes les différentielles. Ceci a lieu si et seulement si est défini 
l'élément [x]. (l'élément x survit jusqu'à E.). 

Les cycles des différentielles forment un sous-groupe Z£* du 
groupe E?", Le groupe E%" est l’image épimorphe du groupe 
Z%"T par l'application 

Tr (xls, TZ € Z% 4, 


Donc, si B% *est le noyau de cette application, alors 


Er:1-7%1/pr: 


pour tous p et gq. 
* + * 


Retournons maintenant au complexe double C°** — {Cr:1; 6, d}. 
Les problèmes posés à la fin de la leçon précédente, savoir la carac- 
térisation de l’image de l’homomorphisme 


(20) ZPe a E?' q 
et du noyau de l’épimorphisme 
(21) EE, 


se résolvent trivialement en termes de suite spectrale {EP 1; d,} 
construite à l’aide de ce complexe. En effet, par définition, l’élé- 
ment z = [cl], du groupe EP: 4 appartient à l'image de l’homomor- 
phisme (20) si et seulement si existe une chaînette de la forme (3) 
pour la cocbaïne c, ï.e. (cf. proposition c,)) si l'élément zx est un cycle 
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des différentielles. Donc, l’image de l'homomorphisme (20) est le 
sous-groupe Zk *. 

De façon analogue, le noyau de l’épimorphisme (21) est composé 
des éléments [c], pour lesquels existe une chaînette 


0 
Î 
lo > 
Î 
a —+ 
1 
Gp 7 C 
b 


D] 


de longueur p + 1 commençant à la première colonne du com- 
plexe C‘'*. Puisque, comme le montre une cemparaison directe des 
définitions, ce sont exactement les éléments du sous-groupe B% 1, 


ceci prouve que 
EX: q— ES 1/BF: g 
Donc, Er.9 € Er: 4, et le monomorphisme (13) de la leçon 22 est un 


isomorphisme du groupe quotient Fr. "-P/FP+1,M-P-1 sur Eh. 


Donc, le groupe Gr (H"(C°'°)) adjoint au groupe H"(C°'') est 
la somme directe des groupes situés sur la m-ième antidiagonale de 
la table de Æ.. : 


Gr(H(C')=Ed" @ ELM-1@...@E" li @Er 0. 
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Définition 2. Soit H° — {H"} un groupe gradué à filtration 
HN= Fm Flbm-1=.,., Fm 0 Fmti,-i = {0}. 
On dit qu'une suite spectrale {ÆEP: 4; d,} converge vers le groupe H° 
et on écrit 
si 
E?: a — FP: a/pP+i q—i 
pour tous p et gq. 


En vertu de cette définition, l'étude que nous venons de faire 
peut être résumée par le théorème final suivant: 


Théorème 1. Pour tout complexe double C*°'° = {CP:1; 6, d} il 
existe une suite spectrale {E?P:1; d,} telle que 
E?'=H$H{(C"") 
el 
E"T=H"(C'"). 0 


Ce théorème était connu de Leray (mais il semble qu’il ne l'ait 
pas formulé explicitement). 


Corollaire 1. Pour tout recouvrement numérotable Ü d'une variété 
différentiable séparée © il existe une suite spectrale 


(22) {E7'*; d,}, 
telle que 

(23) E3'*= H$HY(U) 
et 

(24) E?"= HZ. DO 


Nous avons déjà signalé que pour calculer les groupes (23) on 
pouvait se contenter des renseignements contenus dans les n° a) 
et b) de la page 320, donc on peut admettre que ces groupes sont 
connus. [1 importe de remarquer qu'aucune autre information sur la 
suite spectrale (22) ne nous est en principe accessible. En particulier, 
dans le cas général on ne peut rien dire sur l’action des différentielles 
d, (hormis le fait qu’à partir de la case (p, g) elles atteignent la case 
(p +r,qg — r + 1)) ou comment sont les sous-groupes filtrants FP,1, 
Bref, la seule chose que nous sachions et dont nous puissions nous 
servir est l'existence de la suite spectrale (22) de terme initial (23) 
et possédant la propriété (24). 
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L'étonnant c'est que cette information est suffisante dans de 
nombreuses situations intéressantes et importantes | 

Exemple 1 (suite de l'exemple 1 de la leçon 22). Comme déjà 
indiqué dans l’exemple 1 de la leçon 22, le terme Æ£, de la suite 
spectrale du recouvrement à deux éléments {U, V} de la sphère S" 
est de la forme 


Donc, toutes les différentielles d, agissent soit à partir d'une case, 
soit sur une case, contenant seulement un zéro. Par conséquent, 
elles sont toutes nulles et E,=E£E.. (Une suite spectrale jouissant 
de cette propriété est dite dégénérée.) Donc, les antidiagonales de 
la table de £+ sont composées uniquement de zéros à l’exception de 
la O-ième et de la n-ième qui sont constituées, chacune, d'un 
groupe R. Par conséquent, 


Hs" = 


Il s’agit bien évidemment du même calcul qu’à la leçon 20 mais 
exposé compte tenu des derniers résultats. 

Exemple 2. Si U est un recouvrement de Leray, alors EP: 4 — 0 
et a fortiori EP: 1 = O pour g>0. Donc, la suite spectrale du recou- 
vrement dégénère et 


Rsim—=0oum= nn, 
O0 dans le cas contraire. 


HMX = ET), 


D'autre part, il est clair que dans le cas envisagé le complexe {£*"'° ;ô*} 
n’est autre que le complexe de cochaînes C° (U; R) du recou- 
vrement ÙÜ, et par suite, 


Ez'°=H"(U; R) pour tout m>0. 


Nous retrouvons donc le théorème 1 de la leçon 22 qui s'avère de ce 
fait être un cas particulier trivial du corollaire 1. 
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Espaces topologiques dénombrables à l'infini et paracompacts. — 
Variétés paracompactes. — Intégrales dans R".— Ensembles cubables 
et densités sur des variétés arbitraires. — Intégration des densités. 


Les méthodes analytiques de calcul des groupes de cohomologie 
impliquent l'élaboration préliminaire d’un calcul intégral sur les 
variétés. Commençons cette élaboration par l'exposé des éléments 
nécessaires de topologie. 

On rappelle (cf. définition 5 de la leçon 14) qu’un espace topolo- 
gique Z’ est localement compact si chacun de ses points possède un 


voisinage ÜU dont l’adhérence Ü est compacte. 

I1 est clair que foute variété séparée Z' est localement compacte. 
(Ceci n’est pas valable pour les variétés non séparées ; par exemple, 
une droite non séparée présentant un point singulier de multipli- 
cité infinie n est pas un espace localement compact.) 

Il est aisé de voir aussi que si un espace ' satisfait au deuxième 
axziome de dénombrabilité, est localement compact et séparé, il y existe 
une base dénombrable {U:;} d'éléments U; dont les adhérences U, sont 
compactes. (Pour le prouver, il suffit de choisir des ensembles à adhé- 
rences compactes dans une base dénombrable arbitraire de l’espace Z. 
Question de contrôle: pourquoi exige-t-on que l’espace 
soit séparé ?) 

Définition 1. On dira qu’un espace topologique Z est dérombrable 
à l'infini s'il est la réunion d’une suite strictement croissante 


0,€0,S...c0,c0,4€... 


d'ensembles ouverts (appelée exhaustion compacte de l’espace ©) 


telle que l’adhérence O, de chaque ensemble ©, soit compacte et 
contenue dans O,, +1. 

Proposition 1. Tout espace topologique Æ' séparé, localement 
compact et satisfaisant au deuxième axiome de dénombrabilité est 
d'rombrable à l'infini. 

Démonstration. Soit {U;, 1 < i <œ}une base dénom- 
brable de l’espace Z', composée d’ensembles à adhérences com- 
pactes. Posons O, = U, et supposons qu'on ait déjà construit l’en- 
semble O, _, pour un r => 2. Puisque les ensembles U; recouvrent Z 


(et l’ensemble Ÿ, _, est compact), il existe un j > 1 (qui, pour fixer 
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les idées, peut être choisi minimal) tel que O, ,€ U;, U... UU:. 
Posons O0, = U, U.-.. UU,;. Les ensembles O, seront ainsi cons- 
truits par récurrence pour tout r => 4, et il est clair qu'ils forment 
une exhaustion compacte de Z. O 

On voit en particulier que foute variétéséparée satisfaisant au deuxiè- 
me axziome de dénombrabilité est dénombrable à l'infini. 

Définition 2. On dit qu'un recouvrement ouvert {U,} d'un es- 
pace topologique 2” est localement fini si tout point p € Z’ possède 


un voisinage rencontrant seulement un nombre fini d'éléments de ce 
recouvrement. 


On rappelle (cf. définition 1 de la leçon 8) qu’un recouvrement 
{U,} de l’espace Z est inscrit dans un recouvrement {V,} si pour 
tout & il existe un B tel que VU, VV. 

Proposition 2. Si un espace séparé Z est dénombrable à l'infini, 
dans chacun de ses recouvrements ouverts {V;} est inscrit un recouvre- 
ment localement fini. 

Démonstration. Soit {O,} une exhaustion compacte arbi- 
traire de Z. Pour tout n=>1 les ensembles V5 —(0,,, XO::1)N Ve 
(on conviendra que O,—= @) forment un recouvrement ouvert de 
l'ensemble O,,, XO,. L'ensemble O,,, XO, étant compact (pour- 
quoi ?), on peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvre- 
ment fini {V£,, ..., VB a Puisque les ensembles O,,, Oh 
recouvrent Z, tous les ensembles de la forme V£, 1<n< oo, 
1<i<min), forment un recouvrement de l’espace 2, qui visi- 
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blement est inscrit dans {V4}, et puisque aucun ensemble O, ne 
rencontre les ensembles V£é, pour 7=>k (et donc ne rencontre 
qu’un nombre fini d’ensembles de la forme V$,, r<k), le recou- 
vrement {V£,} est localement fini (pour tout point pEZ il existe 
un k tel que pEO,, donc l’ensemble O, est un voisinage de ce 
point rencontrant seulement un nombre fini d’éléments du recou- 
vrement {V5,}). D 

Remarque 1. En topologie générale on dit qu’un espace topologi- 
que 7° est paracom pact si l’on peut inscrire un recouvrement locale- 
ment fini dans chacun de ses recouvrements ouverts. Dans cette 
terminologie la proposition 2 exprime que tout espace séparé dénom- 
brable à l'infini est paracompact. 

XX k *# 


La proposition 2 peut être précisée lorsque 2’ est une variété 
différentiable. 

On dira qu’un recouvrement ouvert {U,} d’une variété diffé- 
rentiable 7° est proprement numérotable s'il existe une partition de 
l'unité {n.}, subordonnée à ce recouvrement, telle que n, = 0 
à l'extérieur d’un ensemble compact C,e %. 

Proposition 3. Dans tout recouvrement ouvert {V;} d'une variété 
différentiable séparée Z’ satisfaisant au deuxième axiome de dénombra- 
bilité, on peut inscrire un recouvrement {U,} localement fini pro- 
prement numérotable. 

Démonstration. La variété Z' est justiciable de la 
proposition 2, car dénombrable à l'infini en vertu de la proposi- 
tion 1. Soit {V5,} le recouvrement construit dans la démonstration 
de la proposition 2. Tout point p € V$, possède un voisinage de 
coordonnées U»,1,n à adhérence compacte, contenu dans V$,. En 
vertu de la proposition 2 de la leçon 14, il existe des ensembles ouverts 
Vin et Win tels que 


PEWhi.n: W}, in Va, i, n Va. in Up, i, 


et le couple (V, ;,n, Wph,i,n) possède une fonction d'Urysohn. 


Pour tout à fixe, les ensembles W,, ; , forment un recouvrement 
fini de l’ensemble compact U,:, O,. Extrayons un sous-recou- 
vrement fini de ce recouvrement, effectuons cette procédure pour 
tous les i et désignons par W, les ensembles W,,, , obtenus. 
Soient V, et U, respectivement les ensembles V,, ;,,, et Uh in. 
Par construction 
a) pour tout & on a les inclusions 


WcV,, CU, 


et de plus l’ensemble U, (donc W, et V.) est compact ; 
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b) pour chaque couple (V,, W.) il existe une fonction d'Urysohn 
Pa: LR 


(qui rappelons-le est telle que p, = 1 sur W,, et p, = 0 à l’exté- 
rieur de Ÿ,); 

c) la famille {W,}, donc chacune des familles {V,} et {U,} est 
un recouvrement ouvert de l’espace © (qui visiblement est locale- 
ment fini et inscrit dans le recouvrement {V;}). 

Le recouvrement {V,} étant localement fini, il en est de même 
de la famille de fonctions {p.}. Donc, est définie la fonction 


p=} Pa 
œ 


Puisque ®, = 1 sur W,.. et 9, > 0 sur ?, on a @> 1 sur et en 
particulier @ 0 sur Z’. Donc, sont définies les fonctions 


— Ve 

o 
Les fonctions n,, forment une partition de l'unité, subordonnée de 
toute évidence au recouvrement {U,}. Comme n, =0 à l'extérieur 
de l’ensemble compact V,, ceci prouve que le recouvrement {U,} 
est proprement numérotable. Ce recouvrement étant localement. 
fini et inscrit dans le recouvrement {V;,}, ceci prouve entièrement la 
proposition 3. [ 

Corollaire 1. Chaque recouvrement ouvert {Vs} d'une variété 
différentiable séparée {’ satisfaisant au deuxième axiome de dénombra- 
bilité est numérotable. 

Démonstration. En vertu de la proposition 3 il suffit. 
de montrer que le recouvrement {V;} est numérotable si un recouvre- 
ment {U,} numérotable y est inscrit. Choisissons pour tout indice & 
un indice (a) tel que VU, Va) et considérons une partition de 
l'unité {n,}, subordonnée au recouvrement {U,}. Soit 


Cg — > Na» 
B(a)=28 

où la sommation est étendue à tous les «& tels que B (&«) = B. (Si de 
tels à n'existent pas, alors &g = 0.) Il est clair que la fonction ëy 
est définie et positive. De plus, puisque &4 (p) 0 lorsqu'il existe: 
un « tel que B = B (a) et ne (p) 0, la famille de fonctions {és} 
est localement finie, et comme chaque fonction n, figure additive- 
ment dans une fonction &, et une seule, il vient 


2%=2 Na = 1e 


Enfin, si p @ Vs, alors p EU, pour tout « tel que B (œ) = B, donc 
fa (P) — 0. Par conséquent, © (p) = 0. Donc, {&} est une 


Na 
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partition de l'unité, subordonnée au recouvrement {V,}. Ceci prouve 
que ce recouvrement est numérotable. 

Le corollaire 1 exprime que foute variété différentiable séparée 
satisfaisant au deuxième axiome de dénombrabilité est paracompacte. 
Cette assertion traduit le contenu du théorème 2 de la leçon 22 que 
l'on peut dorénavant considérer comme démontré. 

Remarque 2. On démontre — un théorème difficile ! — que 
chaque composante d'un espace métrisable et localement compact satis- 
fait au deuxième ariome de dénombrabilité. D'autre part, on montrera 
dans le prochain ouvrage que toute variété différentiable séparée et 
paracompacte est métrisable. Donc, dans la classe des variétés diffé- 
rentiables séparées et connexes la paracompacité équivaut au deuxième 
«xiome de dénombrabilité. 

Remarque 3. En vertu de la proposition 3, chaque variété diffé- 
rentiable séparée satisfaisant au deuxième axiome de dénombra- 
bilité est paracompacte en tant qu'espace topologique (cf. remarque 
1 ci-dessus). Etant donné qu'un espace topologique est paracompact si 
et seulement s’il en est de même de chacune de ses composantes, on 
en déduit immédiatement, d’après ce qui a été dit dans la remar- 
que 2, qu’une variété paracompacte séparée est paracompacte aus- 
si en tant qu'espace topologique. D'autre part, en compliquant 
légèrement la démonstration de la proposition 3, on démontre que la 
conclusion de cette proposition (donc, du corollaire 1) reste valable 
pour toute variété différentiable séparée qui est paracompacte en 
tant qu'espace topologique. Donc, une variété séparée est paracompac- 
le si et seulement si elle l'est en tant qu'espace topologique. 

Remarque 4. Il est évident que la notion de recouvrement 
numérotable se transpose immédiatement à tout espace topologique 
(il suffit de remplacer les fonctions différentiables par des fonctions 
continues dans la définition de la partition de l'unité), et il est 
aisé de voir que si tout recouvrement ouvert d'un espace topologique © 
æst numérotable, cet espace est paracompact (puisque pour chaque par- 
tition de l'unité {n,} les ensembles O, = {p€ Z; n.(p) 0} 
forment un recouvrement ouvert, localement fini, inscrit dans tout 
recouvrement auquel est subordonnée la partition {n,}). Il est inté- 
ressant de noter que la réciproque est vraie dans la classe des espaces 
séparés, i.e. {out recouvrement ouvert d'un espace séparé paracompact 
est numérotable. [Remarquons que la proposition de la remarque 3 ne 
découle pas encore directement de là pour les variétés différentia- 
bles, car les recouvrements ouverts numérotables d’une variété diffé- 
rentiable ne constituent à priori qu'une partie de ses recouvrements 
ouverts numérotables en tant qu’espace topologique.] La démons- 
tration de cette assertion est loin d’être simple et fait intervenir une 
foule de théorèmes compliqués de topologie générale. Elle implique 
£n premier lieu le théorème d’'Urysohn qui affirme que 
dans un espace normal séparé, pour tout couple (V, W) d'ensembles 
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ouverts satisfaisant à la relation WC V, il existe une fonction 
continue égale à l’unité sur W et à zéro à l'extérieur de V, et ensuite 
la proposition 6 de la leçon 9 relative à l'existence des applications 
coercives (qui rappelons-le n’a été que partiellement démontrée). 
A l’aide de ces deux théorèmes on peut déjà démontrer sans grande 
peine que tout recouvrement ouvert localement fini d'un espace normal 
séparé est numérotable. Après quoi il ne reste plus qu’à prouver le 
théorème (assez compliqué aussi!) de Dieudonné qui 
dit que fout espace paracompact séparé est normal. 


+ à + 


Nous pouvons passer maintenant à l'élaboration d’un calcul 
intégral sur les variétés différentiables. 


On sait du cours d'analyse qu’un ensemble À de l’espace R' est un ensemble 
négligeable au sens de Jordan (ou un ensemble de mesure 0) si pour tout e > 0 
il existe une famille finie de boules (ou, ce qui est équivalent, de cubes ou de 
parallélépipèdes) de l’espace R? recouvrant À, de volume total << e. (Comparer 
avec la définition d’un ensemble négligeable au sens de Lebesgue dans la leçon 
14, où l’on suppose l'existence d’une famille dénombrable.) 


On dit qu'un sous-ensemble D & KR" est cubable (ou mesurable au sens de 


Jordan) s'il est borné (i.e. son adhérence D est compacte) et sa frontière Fr D 
est un ensemble négligeable. (On appelle frontière Fr D d’un sous-ensemble D 


d’un espace topologique l’ensemble D Int D.) 

Pour éviter les restrictions, on admettra que toutes les fonctions envisagées 
sont définies sur l’espace R? tout entier. Cette condition ne restreint pas la géné- 
ralité, car toute fonction f définie sur un sous-ensemble D de R" peut être pro- 
longée à 0 à l’extérieur de D sans que l'intégrale change, c'est-à-dire qu'on peut 
admettre que f(x) = 0 pour x 6 D. 

On dit qu'une fonction f: R? — & est à support borné s'il existe un en- 
semble compact C « R' tel que f = 0 à l'extérieur de C'; localement bornée 
si elle est bornée sur tout ensemble compact C & R"; presque continue si elle 
est continue sur tout ensemble compact C & FR à l'extérieur d’un ensemble 
négligeable, i.e. s’il existe une fonction f. continue sur C et un ensemble né- 
gligeable À & C tel que f = fe sur CA. 

On sait du cours d'analyse que toute fonction j presque continue et localement 
pornée est intégrable sur chaque ensemble cubable D, i.e. il existe une intégrale 
inie 


(1) ( f (x) dx. 


D 


Ceci étant, l'intégrale (1) ne change pas si l'on modifie arbitrairement la fonc- 
tion f sur un ensemble négligeable ou si l'on ajoute ou retranche un ensemble 
négligeable de l'ensemble D. 

[Nous avons en vue ici une intégrale au sens de Riemann. Si l’on comprend 
l'intégrale {D au sens de Lebesgue, au lieu de la cubabilité on peut exiger la 
mesurabilité de D. Mais nous n’aurons pas besoin de cette généralisation] 

Lorsque la fonction f est à support borné, l'intégrale (1) prend la même 
valeur sur tout ensemble cubable D à l'extérieur duquel j est nulle. Cette valeur 
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commune sera appelée intégrale de f sur R” et désignée par le symbole 


\ { (x) dx 
RA 
ou par le symbole 


(2) \ f (x) dx. 


Puisque pour tout ensemble cubable D et toute fonction f intégrable sur D 
on a 


| 60 ax= À (un) (5) dx, 


D R? 
où ?p est la fonction caractéristique de l'ensemble D, i.e. 


| : 4 si xCD, 
DES 5 si xéD, 


on peut au besoin se contenter seulement de l'intégrale (2). 

Si U et V sont des sous-ensembles ouverts de l'espace KR’, pour toute appli- 
cation différentiable @: U — V et tout ensemble À & U négligeable, l’en- 
semble pA est négligeable aussi. [La démonstration de ce fait pour un ensemble 
négligeable au sens de Lebesgue, produite dans la leçon 14, s'étend ad litteram 
à un ensemble négligeable au sens de Jordan.] 11 s'ensuit que pour tout ensemble 
cubable D & U tel que D & U l'ensemble ®D & V est cubable. En particulier, 
ceci est vrai lorsque q est un difféomorphisme. Bien plus, on démontre en analyse 
que dans ce cas, pour toute fonction /f intégrable sur l’ensemble qD, la fonction 
Uop)1Jel, où 


on | 
— ||, ii, j=4, ...,n, 
Oz) 
est le jacobien du difféomorphisme œ, est intégrable sur D et l'on a l'égalité 
@) | so ax= À (re q) 1791 (m) dx. 
D 


çD 


Cette proposition est connue sous le nom de théorème de change- 
ment des variables. Pour les intégrales (2) la formule (4) s'écrit 


(5) | sax À 4e 9) 1791 (2) dx, 


où f est une fonction intégrable à support borné, nulle à l'extérieur de V, et 
JA, le jacobien (3) prolongé à O à l'extérieur de U comme convenu ci-dessus. 


* * * 


Pour bâtir une théorie de l'intégration sur une variété différen- 
tiable Z’ (qui sera supposée séparée et paracompacte) il nous faut 
commencer par la définition d'un sous-ensemble cubable sur Z. 

Définition 3. Un sous-ensemble À d'une variété différen- 
tiable Z’ à r dimensions s'appelle ensemble négligeable s'il existe une 
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famille finie de cartes (U1, h,), ..., (Un, kN) telle que AS UU; 
et pour tout i = 1,..., {N, l’ensemble h, (4 N U;) est négligeable 
dans R" (cf. définition 6 de la leçon 14). Un sous-ensemble DE Z 
est dit cubable si son adhérence D est compacte et sa frontière 


FrD=DXIntD 
est un ensemble négligeable. 


Exercice 1. Montrer que À est un ensemble négligeable si et seulement si 
pour toute famille finie de cartes (U,, h,), ..., (Uy, hn) recouvrant À (i.e. 
telle que À € U U;) les ensembles h,; (A N VU), 1 < i < N, sont des ense mbles 
négligeables dans R". 


La situation est plus délicate avec les expressions sous le signe 
d'intégration. Pour qu'une intégrale ne dépende pas du choix des 
coordonnées locales, il faut que l’intégrant se transforme par un 
changement de coordonnées conformément aux formules (4) ou (5). 
Ceci nous conduit à la définition suivante: 

Définition 4. Supposons que dans chaque carte (U, h) d'une 
variété Z' est définie une fonction pU, h: U—+R (qui dans la suite 
sera brièvement désignée par pl) et que pour deux cartes sécantes 
quelconques (U, h) et (V, k) on a l'égalité 


ôk » 
(6) pv = pÙ | det ++ sur UN, 


où det _ est le jacobien du difféomorphisme œ@ = k oh”! (traité 
comme une fonction sur U AVE U, i.e. lié à son jacobien J, 
dans 2” par la formule det = = J, oh). La famille {pU} est alors 


appelée densité sur ©. 

Exemple 1. Une forme différentielle w de degré r sur une va- 
riété .Z’ (où comme toujours n — dim Z) se représente dans chaque 
carte (U, h) = (U, x!, ..., x") par 


w= ut dr! À ... A dz”, 


où wT est une fonction différentiable sur U. Ceci étant, pour deux 
cartes quelconques (U, h) et (V, k) les fonctions wŸ et wV correspon- 
dantes sont liées par la formule 


uv = ut det À sur Uf\y. 


Donc, en posant p0 = | wÜ |, on définit une densité sur Z. 

Une densité p — {pU} est dite différentiable, localement bornée 
et presque continue si les fonctions pl le sont respectivement. 

Les densités localement bornées et presque continues sur © 
forment un espace vectoriel II2 qui est naturellement un module 
sur l’anneau des fonctions localement bornées et presque continues 
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sur Z’. De façon analogue, l’espace vectoriel Il,,, 7’ des densités 
différentiables est un module sur l’anneau des fonctions différen- 
tiables. 

On dira qu'une densité p est nulle (resp. strictement positive) 
en un point p € {” si pour tout voisinage de coordonnées Ü contenant 
le point p on a l'égalité oÙ (p) —0 (resp. l'inégalité pÙ (p) > 0). 


La fonction det © ne s'annulant en aucun point, on déduit de la rela- 


tion (6) que cette définition est intrinsèque (ne dépend pas du choix 
du voisinage de coordonnées U). 

[On remarquera qu'il est absurde de parler de la valeur de la 
densité p en un point p.] 

On dit qu'une densité sur une variété Z° est à support borné 
s’il existe un ensemble compact CE Z tel que p —=0 à l'extérieur 
de C. Les densités à support borné forment un sous-espace (un sous- 
module) Il: © de l’espace (du module) IIZ. Toute densité est 
à support borné sur (et seulement sur!) une variété compacte. 

Une densité strictement positive en chaque point p € s'appelle 
densité volumique sur Z’. La densité volumique est traditionnellement 
désignée par du. Pour chaque densité p la formule 

U 
— 2 _ 
= Sur U 
(pour une densité volumique donnée dv) définit de façon unique 
sur Z une fonction f telle que p = f du sur Z’. Donc, si sur une 
variété Ÿ' il existe une densité volumique différentiable, les espaces 
vectoriels IIZ et Ils © sont des modules libres à une dimension 
(le premier sur l'anneau des fonctions localement bornées et presque 
continues, le second sur l'anneau des fonctions différentiables). [Leurs 
sous-modules composés des densités à support borné ne seront géné- 
ralement ni libres ni à une dimension.] 
Pour une densité volumique donnée l'intégrale 


| dv 


D 


s'appelle volume de l’ensemble cubable D. 

Exemple 2. Soit Z' une sous-variété à deux dimensions d'un 
espace euclidien (une surface). Alors (cf. leçon 3) dans chaque voisi- 
nage de coordonnées UC % (qui est une surface élémentaire au sens 
de la définition 2 de la leçon 3) sont définies des fonctions E, F et G 
(les coefficients de la première forme quadratique) telles que le 
déterminant 


E F 
F G 
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est multiplié, dans tout changement de coordonnées, par le carré du 
déterminant de la matrice de passage. Donc, la formule 


W=VEC-F 


définit sur Z° une densité volumique (ou plus précisément une densité 
surfacique). Cette densité est désignée par do (ou par un symbole 
semblable, par exemple dS) et appelée élément d'aire de la surfa- 
ce 2’. (Cf. leçon 3.) 


Exercice 2. Montrer que sur toute variété différentiable paracompacte 
séparée À il existe une densité volumique différentiable dv. 


Donc, sur une variété paracompacte séparée, on peut identifier 
les densités aux fonctions en choisissant une certaine densité velu- 
mique. 

+ + + 


Nous pouvons maintenant formuler le théorème fondamentaf 
d'existence et d'unicité de l'intégrale. Nous le ferons même en 
deux versions. 

Soit Z' une variété différentiable paracompacte séparée. 

Théorème 1. Pour tout ensemble cubable DE © il existe une 
seule fonctionnelle linéaire 


(7) (:12-R 
D 


possédant les deux propriétés suivantes: 
a) Si D =D, 1; D, (ie. si D =D, UD,et D, ND, = D), alors 


Je=iet+le 


pour toute densité p € IIZ. 
b) Si pour une densité p € II il existe une carte (U,h) telle que 
p = 0 à l'extérieur de U, alors 


| p=— \ (p7 oh") (x) dx, 
D R(DNU) 


où l'intégrale de droite est une intégrale dans R". 
Théorème fa. Jl existe une seule fonctionnelle linéaire 


(8) \ ‘ I,.b. TR 
telle que 
(9) | p= À (p7ex1)(x)àx 


h(U) 
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pour toute carte (U, h) et toute densité p à support borné nulle à l'exté- 
rieur de U. 


La fonctionnelle (8) est désignée aussi par le symbole \. 


Pour déduire le théorème {a du théorème 1, il suffit pour toute 
densité p EI; Z de poser 


(10) | p={p, 
D 

où D est un ensemble cubable à l'extérieur duquel la densité p est 
nulle. (Il est clair qu’un tel ensemble existe et que l'intégrale (10) 
est indépendante de son choix.) Réciproquement, puisque pour toute 
densité p € I1:2’ et tout ensemble cubable D € Z la densité Xbp, 
où %p est la fonction caractéristique de D, est de toute évidence une 
densité à support borné, localement bornée et presque continue, on 
peut construire l'intégrale (7) à l’aide de l'intégrale (8) en posant 


À p= | tp. 


(La propriété b) est évidente pour l'intégrale (7), quant à la pro- 
priété a), elle résulte du fait que Xp, ,p.= Xn, + Xp.) Donc, les 
théorèmes 1 et 1a résultent l’un de l’autre et l’on ne prouvera par 
conséquent que l’un d’eux, par exemple le second. 

Démonstration du théorème 1a. Commençons 
comme toujours par prouver l'unicité. 

La variété Z’ possède un recouvrement localement fini numéro- 
table {U,} composé de voisinages de coordonnées, car elle est sépa- 
rée et paracompacte. Soit {n,} une partition de l’unité subordonnée 
au recouvrement {U,}. Pour toute densité p € Il, Z’, seul un nom- 
bre fini de densités n,p seront non nulles (prouvez-le !), donc on 
aura la formule 


p=} np: 
œ 


Comme n,p = 0 à l’extérieur de U,, on en déduit (cf. formule (9)) 
que 


(11) [o=> À (mp’cohc')(mdx, 


(à RU &) 


où »,, est une application de coordonnées U, — 8". Ceci prouve 
l'unicité, puisque le second membre de la formule (11) est indé- 
pendant du choix de la fonctionnelle (8). 

Pour prouver l'existence, on définira la fonctionnelle (8) par la 
formule (11). Il est clair que cette fonctionnelle est linéaire. De 
plus, si p = 0 à l'extérieur de U, le théorème de changement des 
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variables nous dit que (cf. formule (4)) 


Ü (mp eohe)(@dx= À (napachst)(x) dx = 
Ua) RU QNU) 


= À Gpsoh1)1J] (dx, 
RU, NU) 
où o—=hkohg;". Puisque par définition 


CL 
ns °h 


J,= det 


et 
0h 
ôh 


œ 


(np°e © h”1) ) det oh”! | = na oh"1 


(cf. formule (6)), on a 


Ü Gmpech (dx | (mep”on7t)(x) dx = 
RU) RU, NU) 


= À (napl 271) (©) dx 
h(U) 
et, par suite, 


[o=X À (nplon-1)(x) ax = 
a hR(U) 


=(Zn) | EP) max= À (PA) dx. D 
@ R(U) h(U) 


Si une densité volumique dv est donnée sur 2’, pour toute fonc- 
tion f à support borné, localement bornée et presque continue sur ?, 
est définie l'intégrale 


| fav= \ f dv 
x 


appelée intégrale de f sur Z' par rapport à dv. 

Exemple 3 (suite de l'exemple 2). Pour toute fonction f à sup- 
port borné (et, disons, différentiable) est définie sur une surface 2 
de l’espace euclidien l'intégrale 


(12) ( j do, 
L 


où do est l’élément d'’aire sur Z (cf. exemple 2 plus haut). Les 
intégrales de la forme (12) s'appellent intégrales de surface de première 


23—0964 
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espèce. En analyse on démontre qu’elles sont les limites de sommes 
intégrales obtenues de façon naturelle en subdivisant la surface 
en un nombre (qui tend vers l'infini) de surfaces élémentaires. 

[Cf. les remarques faites à la leçon 3 sur la mesure des aires sur 
une surface.] 

Exemple 4. Soit y: {a, b]—- R° une courbe différentiable dans 
l'espace euclidien R", qui n’est assujettie en général à aucune 
condition de régularité, ou en d’autres termes une fonction vecto- 
rielle différentiable 


r=ré(t), a<t<b 


(cf. leçon 1). Pour toute fonction f = f (r) sur R”, dont le domaine 
de définition contient le support y [a, b] de la courbe, posons 


bd 
(13) lias= (tir tas. 
V a 


Cette intégrale s'appelle intégrale curviligne de première espèce de 
la fonction f le long de la courbe y. C'est la limite de sommes inté- 
grales de la forme Ÿ'f (r;) s;, où s, sont les longueurs des segments 
d'une subdivision arbitraire de y. r; des points de ces segments. 
D'après les définitions générales introduites plus haut, cette inté- 
grale est une intégrale de la fonction foy :{—f(r(t)) étendue 
à la variété différentiable 2’ = Ja, b | par rapport à la densité ds 
définie dans la carte (2, id) par la formule t:—+> |r’ (t) |. Dans le 
cas particulier où la courbe y (ou plus exactement sa restriction à 
] a,bl) est simple et régulière, i.e. lorsque son support £ est une sous- 
variété plongée à une dimension et le couple (Z, y”), une carte 
sur £, l'intégrale (13) peut être traitée aussi comme une intégrale 
sur £ de la fonction f (plus exactement, de sa restriction à £) par 
rapport à la densité volumique ds (appel e alors élément de longueur), 
définie dans la carte (£, y-!) par la fonction t —> |r’ (t) |. 
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Variétés orientables. — Intégration des formes. — Lemme de Poin- 


caré pour formes à support borné. — Le groupe H5r. 2. — Cas d’une 
variété orientable. 


Pour appliquer le calcul intégral aux groupes de cohomologie de 
de Rhamn, il faut apprendre à intégrer les formes et non pas les densi- 
tés. A cet effet il faut étendre la notion d'orientation d’un espace 
vectoriel (ou affine) développée au premier ouvrage (voir Leçons de 
géométrie. Géométrie analytique) aux variétés différentiables arbi- 
traitres. 

Définition 1. Deux cartes (U,h) = (U,zx!'....,zx")et (U’,h') — 
= (U',zx!",...,x") d'une variété différentiable Z° à r dimensions 
(n >> 0) sont dites positivement compatibles si soit U N U' = ©, 
soit U AU © et 

det À > 0 sur UAU, 


i.e. si en chaque point p € U NU les bases 


Gr), (Go, à Gr, (Gr) 
02° Jp 7 Vox" lp (ar pr" \oz" /p 


de l'espace tangent T,2" sont de mème sens. Un atlas composé de 
cartes positivement compatibles s'appelle orienteur. Une variété est 
dite orientable si elle est munie d’un atlas orienteur au moins. 

T1 est clair qu'une variété est orientable si et seulement s'il en est 
de même de toutes ses composantes. 

Il est aisé de voir (cf. corollaire 1 de la proposition 1 de la le- 
çon 6) que pour tout atlas orienteur À d’une variété orientable 2 
l’ensemble Aña:x de toutes les cartes positivement compatibles avec 
chaque carte de l’atlas A est un atlas orienteur qui contient A et 
qui de plus est maximal (i.e. tel que si un atlas orienteur A* contient 
l'atlas À, alors A*C Añ,). 

Exercice 1. Montrer que 
a) les sphères S", 7 > 0, 
b) les espaces projectifs R?°?"*! de dimension impaire, 
c) les décomplexifiés des variétés C-analytiques (cf. leçon 11), 
d) les groupes de Lie 
sont orientables. 
[On démontre (non sans peine !) que les espaces projectifs de 


23* 
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dimension paire, et en particulier le plan projectif RP*, ne sont 
pas’ ‘orientables.] 

Définition 2. Une variété orientable dans laquelle on a choisi 
un atlas orienteur maximal est dite orientée et l’atlas choisi est son 
orientation. Les cartes appartenant à l'orientation d'une variété 
orientée sont dites positivement orientées (ou tout simplement positives). 

Par définition, pour tout point p € Z l'orientation de l’espace 
tangent T,2 définie par la base 


ae + (ar) 
(ax) + (ar), 


est la même pour toutes les cartes positivement orientées (U, x!, 
-.., Z"). On dit de cette orientation qu'elle est induite par ‘celle 
de la variété Z. 

Donc, de façon imagée, orienter une variété c’est choisir des 
orientations compatibles sur ses espaces tangents. 

Soit (U, h) = (U, x!, x°, ..., x") une carte quelconque d’une 
variété orientée Z. On dira qu’un point p € U est positif si pour une 
(et donc pour toute) carte positivement orientée (Ÿ, «) telle que 
pEVona 


det À > 0. 


Il est clair que l’ensemble de tous les points positifs et son complé- 
mentaire sont ouverts dans U. Donc, si une carte (U, h) est connexe 
(i.e. l'ensemble U est connexe), ou bien tous les points de U sont 
positifs et alors la carte (U, h) est positivement orientée, ou bien il 
n'existe aucun point positif dans U et alors c’est la carte (U, —z!, 
æ, ..., x”) qui est positivement orientée. Donc, pour toute carte 
connexe (U, x!', x°, ..., x") d’une variété orientée %, une (et une 
seule) des deux cartes (U, x}, 5°, ..., x") et (U, —zx!, x, ..., x") 
est positivement orientée. 

Exercice 2. En déduire qu'il n'existe que deux orientations sur 
une variété orientable connexe de dimension n >> 0. [Ces orientations 
sont dites contraires. On désigne généralement par —Z la variété Z 
munie de l'orientation contraire.] 

Il est clair que les diverses composantes d’une variété orientable 
peuvent ètre orientées indépendamment l’une de l'autre. Donc, sur 
une variété Z’ à N composantes, il existe exactement 2\ orientations 


différentes. 
% Où x 


La proposition suivante nous donne une idée de l'importance 
des variétés orientées en théorie de l’intégration: 

Proposition 1. Sur une variété orientée Z' à n dimensions (n > 0) 
il existe une correspondance bijective naturelle entre les densités diffé- 
rentiables et les formes différentielles différentiables de degré n. 
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Démonstration. Soit p une densité différentiable sur 7. 
Pour toute carte positive (U, h) = (U, x!, ..., x") définissons une 
forme w de degré n sur U à l’aide de la formule 


ou:=pv dr! À ... À dz”. 


Etant donné que pour deux cartes (U, h) et (U”, h’) positives (donc 
positivement compatibles) on a 


, ôh' , 
pU = pv det À sur UNU, 
il vient ou = ou sur U NU”, et par suite, la formule 
© = Ou sur U 


définit de façon unique une forme différentielle w de degré nr sur Z. 
Réciproquement, soient w une forme différentielle arbitraire de 
degré n sur Z', (U,h) = (U, x!', 2°, ..., x") une carte dans ©”, et 


© = oÙ dat À ... À dr” sur U. 


Définissons une fonction pl sur U en admettant que sur chaque 
composante U”’ de l’ensemble U 


uV si la carte (U”, ai, z°, ..., x") est positivement 
orientée, 
U — - 
(1) P°= | _yu dans le cas contraire (ie. si c’est la carte 
 (U", — xt, x, ..., x") qui est positivement orientée). 


Une vérification évidente montre que les fonctions pl forment une 
densité et que les correspondances p > © et w:— p sont réciproques 
l'une de l'autre. O 

Les formes de degré »r sur une variété à x dimensions s'appellent 
aussi formes de degré maximal. 

Pour toute forme w de degré n sur une variété 2” orientée (para- 
compacte et séparée) à rz dimensions et tout ensemble cubable D 


posons 
of e. 
D D 


où p est la densité (1) associée à la forme w. De façon analogue, si 
une forme w est à support borné (i.e. nulle à l'extérieur d’un ensemble 
compact, ou, ce qui est équivalent, si la densité p qui lui est associée 
est à support borné), alors par définition 


u=fo. 
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Comme pour les densités, les deux formes d’intégrales se ramènent 
directement l’une à l’autre: pour toute forme w à support borné 


ju 


où D est un ensemble cubable à l'extérieur duquel la forme o est 
nulle, et réciproquement 


( & = \ X pb), 


D 


pour toute forme w et tout ensemble cubable D. 


Pour les intégrales de formes la formule (11) de la leçon 24 
s'écrit 


(2) ( w= Ÿ ( (ut oh) (x) dx, 


(42 Ra(U x) 


où {(U,, h.)} est un recouvrement localement fini numérotable 
composé de cartes positivement orientées, et {n.} la partition de 
l'unité subordonnée à ce recouvrement. 


Signalons que les intégrales \o et w dépendent de l’orien- 


D 
tation de la variété Z (et par exemple changent de signe lorsqu'on 
change l'orientation d’une variété connexe). 

Exercice 3. Soit donnée sur une variété Z’ une famille de for- 
mes {w,} de degré z dépendant différentiablement (resp. continü- 
ment) d'un paramètre t. Montrer que l'intégrale 


{ o 


sera une fonction différentiable (resp. continue) de t. 

Remarque 1. Dans tout ce qui précède nous avons admis que 
n >> 0. Dans le cas dégénéré rz = 0 la variété 2’ est un ensemble de 
points isolés et l'orientation doit être spécialement définie. On dira 
qu'une variété 0-dimensionnelle 2” est orientée si chacun de ses points 
p est affecté du signe e (p) = +1. Sont des formes de degré maxi- 
mal sur une variété 0-dimensionnelle Z toutes les fonctions f défi- 
nies sur Z’, et des formes à support borné, les fonctions non nulles 
uniquement en un nombre fini de points p € Z'. L'intégrale d'une 
telle fonction sur une variété orientée O-dimensionnelle Z” est définie 
par la formule 


(3) | = X e()f(p), 


PEX 


qui a un sens puisqu'on a admis que f est à support borné. 
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Utilisons en premier lieu les intégrales de formes pour calculer 
le groupe HZ d'une variété Z' différentiable compacte 
séparée orientable à z dimensions. En fait, on calculera —en admet- 
tant que ° n’est que paracompacte — non pas le groupe H"Z mais 
le groupe H?, Z qui sera confondu avec H"Z lorsque 2’ est com- 
pacte. Pour cela il nous faut préalablement étendre le lemme de 
Poincaré aux formes à support borné définies sur R”. 

Toute forme différentielle w de degré m sur R" s'exprime à l’aide 
de la formule 


(4) © = Ÿ .…. D wi, ...i, dr / .… Adz'm, 


1&i,< .. im SA 


où Di in sont des fonctions différentiables sur R* . Considérons 
les familles {w,} de formes (4) dépendant d’un point p d’une variété 
différentiable Z’. Chaque forme ©, s'exprime à l’aide de la for- 
mule (4) avec des coefficients dépendant de p, i.e. des coefficients 
qui sont des fonctions sur le produit R" X Z’. On admettra toujours 
que toutes ces fonctions sont différentiables. [De telles familles {w,} 
s'identifient de façon naturelle aux formes sur R° XZ dépendant 
des seules différentielles des coordonnées z!, ..., x" (cf. leçon 20), 
mais nous n’aurons pas besoin ici de cette identification.] 

On s’intéressera essentiellement aux familles de formes à support 
borné de degré maximal n. Une telle forme w, s'écrit 


(5) ©p=Wpdz!\ ... A dz”, 


où w, est une fonction différentiable de x (et de p) nulle à l'extérieur 
d'un cube 


In —{xER"; [ztl<r, [| <r) 


(dont le côté 2r dépend généralement de p). Ceci étant, 
+00 +oo 


(6) \ Op = ( ... \ Wp (x) dx. 
pen 


—-œo —-œo 


Proposition 2. Si pour une forme à support borné (5) l'intégrale (6) 
est identiquement nulle (en p), il existe sur R" des formes à support 
borné 6, de degré n — 1 dépendant différentiablement du point p EX’, 
telles que 


d8, = w, pour tout point pE Z. 
Ceci étant, on peut admettre subsidiairement que si w, = 0 à l'erté- 


rieur de I’, il en est de même de 6, (en particulier, si w) = 0, il 
en est de même de 6;). 
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Démonstration. Effectuons une récurrence sur la dimen- 
sion nr. Pour r7 — 1 la forme w, s'exprime par la formule 


Op = Wp AT, 


où wh = Wh (x) est une fonction différentiable de x € R (dépendant 
difiérentistiement de p), nulle à l'extérieur d'un intervalle 
—r, rl. Soit 


0,(2)= | w,(x) àz. 


La fonction 6, dépend différentiablement de p, et d6, = w,. Comme 
\ ©p = 6h (r), on a par hypothèse 6, (r) = 0, et par suite, 6, (x) — 


= 0 pour x > r. Puisque de toute évidence 8, (x) = 0 pour z< —r, 
on en déduit que 6, (x) = 0 pour | z [> r. Ceci prouve la proposi- 
tion 1 pour nr = 1. 

Supposons maintenant que la proposition 1 a été prouvée pour 
des familles de formes de degré #7 — 1 sur l’espace R"-? et consi- 
dérons une famille de formes (5) sur R”. Soit p E Z' et soit r un 


nombre (dépendant de p) tel que w, = 0 à l'extérieur de 7. 
Représentons l’espace R" par le produit R7-1 X R. En identi- 

fiant par voie de conséquence les points de R° aux couples (x, t), 

où x E R'-1ettER, on peut mettre chaque w, sous la forme 


« Op = Ot, pt, 
où 
O,p=Wp(Xit)dr'A...Adan-i, x=(zi, ...,an-t), 
est une forme sur R"-1 dépendant différentiablement d’un point 
(t, p) de la variété R X Z’ et nulle à l'extérieur du cube Z777' et 
pour |[t|>r. 

La fonction & du lemme 1 de la leçon 1 nous permet de construire 
immédiatement une fonction «& différentiable positive sur R-1, 
telle que &« = 0 à l'extérieur du cube [, et a (0) +£ 0. L'intégrale 
d’une telle fonction 
(7) | a(x dx 

Rn-1 
est strictement positive, et en divisant la fonction & par cette inté- 
grale, on obtient une fonction «, sur R7-1 pour laquelle l'intégra- 
le (7) est égale à 1. Donc, pour la fonction g:,, définie sur R"-1 par 
la formule 


&i, p (X) = Wp (xs t)— Go (x) ( Wp (Xs t) dx, 
RT=1 
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on a 
| gr.p(x) dx =0. 
RA-1 
La forme sur Rr-!i 
ep =&t,pdriA...Adz"-! 


est nulle à l'extérieur de 177‘ (et pour |t |=>r), dépend différen- 
tiablement de (t, p) et l'intégrale de cette forme sur R"-! est identi- 
quement nulle. Donc, par hypothèse de la récurrence, il existe 
sur R"-! une forme 8:,, dépendant différentiablement de (f, p) € 


ER X Z' et nulle à l’extérieur du cube | a (et pour |é[>r), 
telle que 


d6;, p = Of, pe 
Les formes 6:, et 6;,, peuvent être traitées comme des formes 


sur R" indépendantes de dt. En tant que telles on les désignera par ÿ, 
et &, respectivement. La forme 6, est liée à la forme w, par l'égalité 


Op = Op/A\ dé + fp d'A .../\ dzn-i A di, 
où f, est une fonction sur R" définie par la formule 
f(x t)=0 (x) À ox dx, (x, t)— 8 (x), 
RA-1 


et la différentielle dû, de la forme 8, est la somme de la forme &,. 
et d’une forme B/ dt. Donc, 


dû, Adt=6@,/A\dt 
et, par suite, 
d(d,Adt)=0@,/\dt. 
Définissons la forme 6, sur R”" par la formule 
6,=0 fAdt+(—1)7-1F,drtA.../\dzx"-i, 


où F, est une fonction sur R” définie par 
LA 


F,(x t)= \ f(x, t}dt. 


"7 


Alors 
d8,=6,fA\dt+(—1)"1f,(x, t)dtAdz'A.../Adzr-i= 
=6,/Adt+fp(x, t)dz'A.../Adzr-1 Adt=w,. 
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La forme 6, est visiblement nulle à l'extérieur de In! XR. D'autre 
part, comme 


wh (X, t) dx dt = \ Op =0, 


7 KRn-1 


onaF,(x,t) = 0 pourt> r (et bien sûr pour t<—r). Par ailleurs, 
vu que &+,n —=0pour |{|> r,on a 6, —0 pour |t|> r, i.e. 
Ÿ, = 0 pour |[t]>r. Donc, 6, = 0 pour |[t|>r, i.e. 6, — 0 
à l'extérieur du cube l". O0 


Corollaire 1. Si pour une forme à support borné w de degré n sur R° 
on a 


(8) \ o=0, 
R? 


il existe alors sur R" une forme 6 à support borné de degré n — 1, 
telle que 


(9) wo = d8. 


Ceci étant, si w = 0 à l'extérieur du cube [", on peut admettre sub- 
sidiairement que 0 = 0 à l'extérieur de l". O 
Remarque 2. A la leçon suivante on montrera que la condi- 


tion (8) est non seulement suffisante, mais nécessaire pour que (9) 
ait lieu. 


+ à + 


Supposons maintenant que © est une variété (séparée et para- 
<ompacte) à z dimensions et soit (U, hk) une carte dans 2’. On dira 
qu'une forme w à support borné de degré r sur Z’ est concentrée 
(sous-entendu sur U) si © — 0 à l'extérieur de U. Pour une telle 
forme w, est définie sur un ensemble ouvert À (U)C R”" la forme 
(k=1)*ow. Cette forme est nulle à l'extérieur d’un ensemble compact 
CC h(U), d’où il résulte que si on la prolonge à 0 à l'extérieur 
de : (U), on obtient une forme différentiable (et à support borné) 
sur À” tout entier. Ce prolongement sera aussi désigné par (k-!)}*o. 

Soil 

Io = 


| Gr & 


RA 


Le nombre Zw dépend uniquement de la forme w, car pour tout autre 
choix du difféomorphisme h l’intégrale peut tout au plus changer 
«le signe. 
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[Si la variété 2° est orientée, hypothèse que nous préférons ne pas 
faire pour l'instant, le nombre Zow n'est autre que la valeur absolue 


de l'intégrale o.] 
On dira qu'une forme w concentrée à support borné est essentielle 


si Jo % 0, inessentielle sinon. Une forme essentielle telle que Zw = 1 
sera appelée forme normée. 

Une forme w à support borné sur Z’ sera dite finiment coho- 
mologue à zéro si sur {’ il existe une forme 8 à support borné telle que 


d8 = «w. 
Lemme 1. Toute forme w inessentielle concentrée à support borné 
est finiment cohomologue à zéro. 
Démonstration. Il est clair que sans perdre en généra- 


lité on peut admettre que l’ensemble À (U) € R’' est le cube fl", 
donc que la forme (k-!)*w (traitée comme une forme sur l’espace R” 


tout entier) est nulle à l'extérieur du cube Î". Ceci étant, par 
hypothèse, 

( (R°1)* © = 0. 

RA 
Donc, en vertu du corollaire 1 de la proposition 2, il existe sur R’ 
une forme 6 à support borné, nulle à l'extérieur de Î", telle que 


(Rk”1)* © = d6. 


Considérons la forme h*6. Cette forme est définie sur U et satisfait 
sur U à la relation 
d (h*0) = w. 


Par ailleurs, la forme h*6 est nulle à l'extérieur d'un sous-ensemble 


compact (image par À“! d'un sous-ensemble compact du cube 1" — 
— h (U) à l'extérieur duquel la forme 8 est nulle) du voisinage de 
coordonnées U. Donc, en prolongeant cette forme à O à l’extérieur 
de U, on obtient une forme différentielle 8, à support borné, diffé- 
rentiable sur Z qui satisfait à la relation 


d8, = 


sur U et à l'extérieur de U, i.e. sur Z’ tout entière. [ 
Lemme 2. Pour tout voisinage de coordonnées UE À il existe 
sur :' une forme w normée à support borné, concentrée sur U. 
Démonstration. En vertu de la proposition 2 de la 
lecon 14, il existe sur .Z’ une fonction q différentiable positive, nulle 
à l'extérieur de U et ézale à { sur un ensemble ouvert WE U à adhé- 


rence compacte WC U. Définissons sur 2° la forme p — w, en 
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posant 
o = | p(p)dz;/...Adz;s si pEU, 
P 0 sinon, 


où z!,..., x" sont des coordonnées locales sur U. Il est clair que la 
forme « est différentiable à support borné et concentrée sur U. 
De plus, 


(40) | Go À (port) (x)àx > 
R(U) Rh(U) 


> À (pori)@dx= | dx>0, 
h(W) h(W) 
où À :U—+h (U) est un homéomorphisme de coordonnées. Donc, la 
forme w est essentielle. En la divisant par l'intégrale Zo, on obtient 
une forme normée concentrée sur U. CO 


Remarque 3. Si la variété 2” est orientée et la carte (U,x!,...,zx") 
est positive, la forme w construite est telle que 


(o>0. 


On dira que deux voisinages de coordonnées U et V dans une varié- 
té L’ sont enchaînés si dans Lil existe des voisinages de coordonnées 


Uos Us +, Um 


tels que Uo = U, Un = V et Ui AU: © pour tout i — 
= 1,..., m (cf. leçon 20). Il est aisé de voir (cf. lemme 1 de la 
leçon 20) que sur une variété connexe Ÿ les voisinages de coordonnées 
sont deux à deux erchaïinés. 

On dira que des formes w, et w, à support borné sur une variété 
sont finiment cohomologues s’il existe une forme 8 à support borné, 
telle que 


O1 — Op —= d6, 


i.e. si la forme w,—w, est finiment cohomologue à 0. 

Proposition 3. Soient w, et w, des formes à support borné concen- 
trées et normées de degré n sur une variété connexe © à n dimensions. 
La forme «, est alors finiment cohomologue soit à w,, soit à — wo. 

Démonstration. Supposons que la forme «, est con- 
centrée sur un voisinage de coordonnées U,, et la forme w,, sur un 
voisinage de coordonnées U,, et soient k,: U, —+ R" et L,: U, — R” 
des applications de coordonnées telles que 


(11) | Go‘) a=1 et | Gite, =1. 
RAR KA 
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Cas 1. Les cartes (U,, h,) et (U., h,) sont confondues. La for- 
me «wo, — &, à support borné est alors concentrée sur U, et est ines- 
sentielle. Donc, w, — «, est finiment cohomologue à 0 en vertu 
du lemme 1. 

Cas 2. Les voisinages de coordonnées U, et U, sont confondus. 
Les intégrales (11) pouvant tout au plus changer de signe lorsqu'on 
modifie les applications de coordonnées, on a 


(hj')*oo=e, où e=+f. 
ra 


Donc. la forme w, est finiment cohomologue à la forme ew, d’après 
ce qui a été déjà démontré. 
Cas 3. Les voisinages de coordonnées U, et U, se rencontrent : 


D'après le lemme 2, il existe une forme normée w concentrée sur le 
voisinage de coordonnées U, f\ U, (donc sur les voisinages de coor- 
données U, et U.). Les formes normées w, et w étant concentrées 
sur U,, d'après ce qui vient d'être prouvé la forme w, est finiment 
cohomologue soit à la forme w, soit à la forme —w, et comme les 
formes normées w et w, sont concentrées sur U,, la forme w est fini- 
ment cohomologue soit à la forme w,, soit à la forme —w,. Donc, 
la forme w, est finiment cohomologue soit à la forme w,, soit à la 
forme —«. 

Cas 4. Les voisinages de coordonnées U, et U, sont enchaînés. 
Par une récurrence évidente sur la longueur de la chaînette de voisi- 
nages de coordonnées reliant les voisinages U, et U, on ramène ce 
cas au cas 3 déjà étudié. 

Ceci prouve la proposition 2, puisque dans une variété connexe 
les voisinages de coordonnées sont deux à deux enchaînés. [] 

Corollaire 1. Soit w, une forme concentrée essentielle de degré n 
sur une variété connexe © à n dimensions. Pour toute forme w à support 
borné de degré n sur il existe alors un nombre c tel que la forme 
w soit finiment cohomologue à la forme cw,. 

Démonstration. Sans perdre en généralité on peut admettre 
que la forme w, est normée. 

La variété Z’ étant par hypothèse séparée et paracompacte, il 
existe sur elle un recouvrement numérotable {Q,} composé de 
voisinages de coordonnées. Soit {n,} une partition de l'unité subor- 
donnée au recouvrement {U,}. Pour tout & la forme 1.0 est alors 
concentrée sur U,, donc est défini le nombre 


Ca = 1 Mad). 
Si c, Æ 0, la forme c;n,w est normée et concentrée tout comme 


la forme w,. Donc, en vertu de la proposition 3, cette forme est 
finiment cohomologue à la forme Ee,w,, où €, = + 1. Par consé- 
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quent, la forme n,w est finiment cohomologue à la forme c,e, wo. 
Il est clair que ceci est valable pour c, = 0, car la forme con- 
centrée 1. est alors inessentielle et, par suite, finiment cohomolo- 
gue à O en vertu du lemme 2. 
Donc, dans le développement 


w= }» Now 
œ 


(qui ne contient qu un nombre fini de termes non nuls, puisque la 
forme w est à support borné), chaque terme n,w est finiment coho- 
mologue à la forme c,e,w,. Donc, la forme w est finiment cohomo- 
logue à la forme cow,, où 


C— > Cat. D 
œ 
Pour tout m>0 posons 
Hib.T = Zir.T/BirT, 


où ZFn.Z est l’espace de toutes les formes fermées à support borné 
de degré m sur 2’, et B5,.Z le sous-espace de 727,2’ composé des 
différentielles des formes à support fini de degré m — 1. (On remar- 
quera.que d'une façon générale il existe des formes à support borné 
exactes n’appartenant pas à B7 Z'.) 

Les éléments de l’espace quotient H7',7° s'appellent classes de 
cohomologie à support borné de la variété différentiable 2’. 

Théorème 1. Pour toute variété Z' connexe séparée et paracompacte 
à n dimensions on a l'inégalité 


dim Hi T< 1, 


ie. soit Hip? =0. soit HT &R. 

Démonstration. D'après le corollaire 1 de la proposi- 
tion 3 l’espace vectoriel H?,2 est engendré par la classe de cohomo- 
logie à support borné [w,] d’une forme w, essentielle concentrée. 
Donc, si [wo] = 0. alors A? — 0, et si [ol 0, alors H5 12" = 
ZSR. O0 


* + + 


Lorsque la variété Z’ est orientable, on peut affiner le résultat. 

En munissant 2’ d’une orientation (on rappelle que & est suppo- 
sée connexe), on peut pour chaque forme w € "2° à support borné 
construire l'intégrale 


(12) ( o. 


A la leçon 27 on montrera (cf. corollaire 1 du théorème 1, le- 
çon 27) que si w E Bi, l'intégrale (12) est nulle. Donc, l'inté- 
grale (12) ne dépend que de la classe de cohomologie à support bor- 
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né [wo] € H?,Z de la forme w (qui, remarquons-le, est automati- 
quement fermée), i.e. la correspondance 


(13) (o]+ | w 


définit de façon unique un homomorphisme H5,24'—R. 

Théorème 2. Pour toute variété À connexe séparée paracom- 
pacte orientable à n dimensions le groupe H5r.{' est isomorphe à &. 
L'isomorphisme est défini par la correspondance (13). (Il dépend de 
l'orientation choisie dans la variété 4°.) 

Démonstration. De la remarque 3 on sait que sur la 
variété © il existe des formes w à support borné de degré r pour 
lesquelles l'intégrale (2) est différente de 0, ce qui exprime que 
l’homomorphisme (13) n’est pas trivial. 

Ceci n’est possible, puisque dim H%,,% <1, que si dim H% 4° — 
— 4, et l’homomorphisme (13) est alors un isomorphisme. O 

Donc, pour qu’une classe de cohomologie à support borné [wk 
d'une forme «w à support borné (pas forcément concentrée) de degre n 
engendre un espace vectoriel H5r (constitue sa base), il est 
nécessaire et suffisant que 


(14) ( o 3 0. 


Dans ce cas, pour toute autre forme w, à support borné de degré # 
sur Z,ona 
[w;] = C [wo], 


® 


où 
j @1 
jo. 
Remarquons que la condition (14) est visiblement remplie si la 
forme «w est concentrée et essentielle. 


Corollaire 1. Pour toute variété Z' connexe séparée compacte orienta- 
ble à n dimensions le groupe HT est isomorphe à R, i.e. 


h'T =1. O 


Remarque 4. La donnée de l’isomorphisme (13) équivaut à la don- 
née d’une base dans l’espace vectoriel à une dimension H%1.° et. 
donc à la donnée d’une orientation sur cet espace. Cette orienta- 
tion change avec celle de la variété 2’. Donc, l'orientation de la 
variété connexe ' peut être identifiée à celle de l'espace vectoriel Hx5.7. 

Remarque 5. On démontre (faites-le à titre d'exercice |!) que 
l'égalité dimH?1® — 1 caractérise les variétés orientables, 
i.e. une variété connexe n'est pas orientable si et seulement si 
Hip. = 0. 


Exercice 4. Calculer le groupe Hs.b.® pour une variété © non connexe. 
Comparer le résultat avec la proposition 2 de la leçon 20. 


C = 
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Degré d’une application différentiable propre. — Nombre algébrique 
des images réciproques d'une valeur régulière. — Invariance du degré 
par une homotopie différentiable. — Démonstration du théorème 
du tambour. — Invariance du degré par une homotopie quelconque. 


Définition 4. On dit qu'une application f : © —+% est propre si 
l'image réciproque f-!C de chaque ensemble compact C & % est 
compacte. Il est clair que si une application différentiable f : + % 
est propre, la forme f*ow sur Z est à support borné si la forme « 
l’est sur %. Donc, pour tout m => 0, chaque application diffé- 
rentiable propre f:2 —#% induit un homomorphisme 

f*: HibY Hi Z. 

Considérons cet homomorphisme dans le cas particulier où les 
deux variétés Z et % sont orientées et de même dimension (nr = m). 
On admettra par ailleurs que La variété % est connexe. 

Supposons qu'une forme © à support borné de degré nr sur % 
n’est pas finiment cohomologue à zéro (sa classe de cohomologie 
à support borné [w] forme une base de l’espace vectoriel H7, %). 


On sait alors que | o 0, et pour toute autre forme w, à support 
borné de degré #7 sur % on aura l'égalité [w,] = c [ol]. où 


j" 
— jo . 

ÿ 
Les formes w, et cw étant finiment cohomologues, il en est de mé- 
me des formes f*o, et f*(co) = cffw, et par suite, lorsque 
[f*o] 0 dans H5a TZ, ona 
\ fo, 
VA 
[ru 
ba 


C 


C= 


Pour c=£0, i.e. pour \ ©, 50, il s'ensuit que 


& 
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i.e. le nombre 
j fu 


(1) degf=* 
\ w 
Y 


est indépendant du choix de la forme w. 

Il est clair que ceci vaut également pour f* [w]=0. 

Remarque 1. La justification algébrique de ce raisonnement 
réside dans le fait évident que chaque application linéaire R — R 
est une multiplication par un nombre. 

Définition 2. Le nombre (1) s'appelle degré de l'application 
différentiable propre f : Z — %. 

L'égalité (1) peut être mise sous la forme 


(2) | fro= deg f. | w, 
«1 


VA 


et sous cet aspect elle a lieu pour toute forme w à support borné de 
degré maximal sur %. 

Signalons qu'une condition nécessaire pour que deg f soit défini 
est que l'application f soit propre. Cette condition est toujours 
remplie lorsque la variété Z est compacte. Donc, si La variété T est 
compacte. deg f est défini pour toute application différentiable f :T — 
(à condition bien sûr que % soit connexe). 


Exercice 1. Montrer que si la variété ® est compacte et la variété 4 ne 
l'est pas, toute application Æ — :# est de degré 0. 


Remarque 2. Pour que le degré soit défini, il faut aussi que les 
variétés Z' et %Y soient non seulement orientables mais orientées. 
De plus, le degré change de signe quand on modifie l'orientation de 
l’une d'elles. Mais pour % — Z' le changement d'orientation de la 
variété Z’ laisse invariant le degré (qui change deux fois de signe). 
Donc, on peut parler du degré d'une application propre Z — 
(où Z’ est une variété connexe séparée et paracompacte) sans admet- 
tre que © soit nécessairement orientée (il faut seulement qu'elle 
soit orientable). 

+ + € 


D'après le théorème de Sard (cf. leçon 15) l'application diffé- 
rentiable f:Z— % possède des valeurs régulières g € Z et, en 
vertu de la proposition 1 de la leçon 13, pour toute valeur régulière 
q € % l’ensemble f-? (g) est une sous-variété 0-dimensionnelle plongée 
dans la variété 2’ (on rappelle que par hypothèse dim % — dim 2), 
i.e. est composé de points isolés (cf. leçon 7). Ceci étant, l'applica- 
tion f étant propre, cet ensemble est compact et, par suite, fini. 
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Soient p un point arbitraire de l’ensemble f-!(q), (U, h) — 
= (U, x!', ..., x") une carte positive de la variété ©, centrée 
en p,(V,k) —(V,y!,...,y") une carte positive de la variété %, 
centrée en g, et 


(3) y=f/(xi,...,z2"), j=1, ...,n, 


les fonctions exprimant la fonction f dans ces cartes. Par hypothèse, 
le jacobien 


Dj(p)=det | 21 , à j=i, nn, 
LA 


des fonctions (3) en p est différent de 0. Donc, son signe sgn D,(p) = 

— + 1 est défini. Il est évident que ce signe ne dépend pas du choix 

des cartes (positives !) (U. hk) et (V, k). On l’appellera signe de 

l'application f au point p et on le désignera par le symbole sgn, f. 
Soit 


(4) 2 sgn»f 


J(p}=q 


la somme des signes de l’application f en tous les points p € f-! (q) 
(« le nombre algébrique des images réciproques du point q par 
l’application f»). Cette somme est définie car l'ensemble f-! (q) 
est fini. 

Proposition 1. Le nombre (4) est indépendant du choix du point 
q E Y et est égal à deg f. 

Démonstration. Soit W un voisinage du point gE% 
d'adhérence W compacte. 

L'application f étant continue et l’ensemble de tous ses points 
critiques fermé, tout point p € f-! (g) possède un voisinage U,c 
C f-!W ne contenant aucun point critique de f. Ceci étant, les voisi- 
nages ÜU, peuvent visiblement être choisis de telle sorte qu'ils 
soient disjoints pour des points p € f-! (g) distincts, que tous les 
ensembles f (U,) soient ouverts dans % et que toutes les applications 
fl us : Up — f (U:) soient des difféomorphismes. 

Soit 

U'= |, U, 
1(P)=Q 


la réunion de tous les voisinages U, et soit € — f-1WKU”. L’ensem- 
ble C'est compact et tel que q € f (C). Son image f (C) est compacte, 
donc fermée. Il existe donc sur Z un voisinage de coordonnées V” de q 
tel que V'e W\f (Cet, par suite, tel que f-'V’E U’. 

oit 


V= N ff)". 
1(P)=Q 
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L'ensemble f-? (q) étant fini, l’ensemble V (qui contient q) est ouvert 
et, par suite, estun voisinage de g. Pour tout point p € f-! (q) posons 


U,=U,Nnf y. 


Il est évident que les ensembles U, possèdent les propriétés suivantes: 

a) Chaque ensemble U, est un voisinage du point p. 

b) Les voisinages U, correspondant à des points p distincts sont 
disjoints. 

c) La réunion U de tous les voisinages U,,, p € f”! (q), est l'image 
réciproque f-!V de Y. 

d) Sur chaque voisinage U, l'application f est un difféomorphis- 
me de U, sur Ÿ. 

Puisque le voisinage V est contenu dans un voisinage de coordon- 
nées V’, il est lui-même un voisinage de coordonnées, i.e. est le 
support d’une carte (V, À) = (V, y', ..., y") de % qui sans perte 
de généralité peut être supposée positive. D'après la propriété d) on 
déduit de là que pour tout point p € f-* (q), le couple (U,, k,), où 
h=ko{(flup); est une carte aussi. Puisque l'application Î 
s'exprime par des formules de la forme y* — z', i=1,...,n, dans 
Jes cartes (U,,h,) et (V, k), la carte (U,, k,) est positive si et seule- 
ment si sgn, [f] — 

On sait que pour calculer deg f on peut utiliser une forme w 
à support borné de degré nr sur % non finiment cohomologue à 0. 
En usant de cette liberté, on peut prendre pour w une forme essen- 
tielle concentrée sur V. Une telle forme existe en vertu du lemme 2 
de la leçon 25. 

Mais si la forme w est concentrée sur V, la forme f*w sera nulle 


à l’extérieur des voisinages U, et donc 
(| fo= >» ( f*o, 
LA 1(P)=Q Up 


où au second membre U, est traité comme une sous-variété ouverte 
munie d’une orientation induite par celle de Z. Donc, si 


o=ædyiA.../dy" sur V 
et, par suite, 
ffo=(wef)di'A...Adz" sur U,, 
où zi=ylof, ..., x'—y"of, alors 
( f'o=e, \ ({wofoh;")(x)dx, 
Up hp(U p) 


où Eh —= 1 si la carte (U,, h,) est positive et e, — — 1 sinon. D’au- 
tre part, puisque k, —k 0 (f lu) et donc kh,(U,)=k(V) et 
24e 
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wofch;" —wok"}, alors 


(ur o fo h5 1) (x) (dx) = ( (we k"1)(x)dx= | o. 


RU p) R(V) ÿ 


Par ailleurs. d'après la remarque faite ci-dessus, l'égalité e, — + 1 
a lieu si et seulement si sgn, f — 1. Puisque e&, — + 1 et sgn,f — 
= + 1, ceci exprime que 


Eph=Sgn,f pour tout point pEf"!(q). 
En collationnant ces faits. on trouve immédiatement que 


\ fro=( ÿ sens f) ( &. 


À f(P)=q + 


Par définition (cf. formule (1)) ceci exprime que le nombre (4) est 
égal à degf. CO 

Corollaire 1. Le degré de toute application différentiable propre 
f:T — Y est un nombre entier. O 

Résultat surprenant! 

Corollaire 2. Le degré d'une application f:® — % non surjective 
est nul. 

Démonstration. Il suffit de remarquer que tout point 
g é f(Z) est une valeur régulière de l'application f. CO 


Définition 3. On dit que des applications f, g: © — Y continues 
(resp. continues propres) sont komotopes (resp. proprement homoto- 
pes) s’il existe une application continue (resp. continue propre) 
F: Z X 10, 1]—% telle que 


pour tout point pE Z. 

L'application F s'appelle homotopie (resp. homotopie propre) 
reliant les applications f et g. Il est commode de l'identifier à la 
famille {/:} des applications continues (resp. continues propres) 
fe: 2 — Y, OK 1 1, définies par la formule 


fe G@) = F (p, t), pE LT. 


On dit qu'une homotopie F est différentiable si elle est la restric- 
tion à Z' x([0, 1] d’une application différentiable 2, x Ja, b[ —+— 
— %. où Ja, bl est un intervalle de l'axe R contenant le segment 
[0, 1]. Des applications différentiables (et propres) f, g: ' — Y re- 
liées par une homotopie différentiable (et propre) F : 2 x [0, 1] —+ % 
sont dites différentiablement (et proprement) homotopes. 
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Etant donné que pour toute homotopie différentiable et propre 
F:Œ x [0, 11% les applications f,:® — %, 0<1< 1, sont 
différentiables et propres, pour chacune d'elles est défini 


| fre 


La forme f;w intervenant dans cette formule dépend de toute 
évidence continüment (et même différentiablement) de f, i.e. dans 
chaque carte son unique coefficient est une fonction continue de t 
(et bien sûr des coordonnées locales). Donc (cf. exercice 3 de la le- 
çon 25) le nombre deg f; dépend aussi continûment de £. Il est par 
conséquent constant, puisque entier. En particulier, deg f -= deg f, = 
— deg f, — deg g. 

Donc, si des applications différentiables propres f, 2: © — % sont 
différentiablement et proprement homotopes, leurs degrés sont égaux: 


(5) deg Î = deg Le 


Cette proposition est connue sous le nom dethéorème d'in- 
variance homotope du degré. 


+ + © 


Nous pouvons maintenant démontrer sans peine le théorème du 
tambour annoncé à la leçon 9. 

Démonstration du théorème 1 de la le- 
çon 9. Supposons qu'il existe une rétraction 


r: B'—St-i, n>2, 
et soit r (0) —5s,. La formule 
(6) F(x,D=rix), xeS"-1, 0<1<1, 
définit alors une homotopie 
F: Sr-1xX{[0, 1]—S7-1 
reliant l’application constante 
const: Si Sn-1, x 5), 


à l'application identique id: S"-‘—+ S"-1, x + x. Donc, en vertu 
de l’invariance homotope du degré, les applications const et id (qui 
sont visiblement différentiables) doivent avoir le même degré (peu 
importe que ces applications soient propres, puisque la sphère Sr-! 
est compacte). Or il est clair que deg id — 1 et deg const = 0. Ce 
qui contredit l’existence de la rétraction r. [ 
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Remarque 3. Cette démonstration ne passe pas pour n — 1 (ne 
serait-ce que parce que Ja sphère S" est composée de deux points 
et n'est pas une variété connexe). Mais l'impossibilité de l'existence 
d'une rétraction B!— S° est évidente dans ce cas (le segment 
connexe B! ne peut être appliqué continüment sur la sphère non 
connexe S0). 


+ € + 


Le lecteur attentif aura remarqué que cette démonstration du 
théorème du tambour renferme une lacune et, par conséquent, est 
mise à proprement parler en défaut. En effet. l’homotopie (6) n’est 
généralement que continue, alors que dans l'égalité (5) on a admis 
que l'homotopie reliant les applications f et g était différentiable. 
Donc, pour asseoir le théorème du tambour, il nous faut encore prou- 
ver (au moins pour les applications S"-! + S-1) que l'égalité (5) 
est valable dans le cas aussi où l'homotopie reliant les applications f et 
g n'est que continue. Pour cela il suffit de toute évidence de prouver 
la proposition générale suivante: 

Proposition 2. Pour toutes variétés © et Y compactes (et séparées) 
les applications différentiables f. g : ©’ — Y sont homotopes si et seule- 
ment si elles sont différentiablement homotopes. 

[On peut établir une assertion analogue pour les applications 
propres de variétés non compactes par une complication des détails 
techniques, mais nous glisserons là-dessus, car nous n'avons besoin 
du théorème du tambour que dans le cas où Z — % — S"-!. D'autre 
part. à strictement parler, on prouvera la proposition 2 seule- 
ment sous certaines conditions subsidiaires sur les variétés Z' et %, 
conditions qui seront visiblement satisfaites pour 2 — %—S"-t, 
(En fait. elles sont remplies pour toutes 2 et #, mais cette circons- 
tance ne sera établie qu'au prochain ouvrage de cette série.)] 

Signalons que dans la proposition 2 les variétés Z’ et % ne sont 
pas supposées avoir la même dimension (et peuvent même être non 
connexes). 

Les variétés 2’ et % seront supposées plongées dans l’espace R”, 
où n est un nombre assez grand. (On renonce donc à l'usage d'utiliser 
la lettre 7 pour désigner la dimension de la variété Z’.) D'après le 
théorème de plongement (proposition 1 de la leçon 14) cette hypo- 
thèse ne restreint pas la généralité. 

Définition 4. On dit qu’un sous-ensemble 2’ de l’espace R" est 
un retract de voisinage s’il existe un ensemble ouvert 03 Z* s’appli- 
quant par une rétraction sur 2’. Ceci étant, dans le cas où 2” est une 
sous-variété, on exige accessoirement qu'il existe une rétraction 
r:0— % qui soit une application différentiable. 

Par exemple. la sphère S"-t de l'espace R” est un retract de 
voisinage. (Pour voisinage O on peut alors prendre l’espace pointé 
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R'X {0} et définir la rétraction r: O —+ S"-! par la formule r (x) — 
TE x E R'X{0}.) 

On prouvera la proposition 2 sous l'hypothèse seulement que les 
sous-variétés L' et Y de l'espace R" sont des retracts de voisinage. [On 
montrera dans le prochain ouvrage que cette condition ne restreint 
pas la D iris De plus elle est remplie en tout cas pour 4’ — 
= #ÿ — S"” . 

Démonstration de la proposition 2. Il est 
évident que si les applications différentiables f. g : Z’— # sont 
différentiablement homotopes, elles sont homotopes. Il nous suffit 
donc de prouver la réciproque. Un procédé naturel consiste à trans- 
former en une homotopie différentiable l’homotopie continue F: 2 X 
X [0, 1] —+ % reliant les applications f et g. 

Soit r:0æ—> L' une rétraction sur Z d'un voisinage 0x ?. 
Définissons une application 


— 
— 


F''OpxR—Y 
par la formule 
f(r(x)) si 13/7, 
F'{x,t)= € F(r(x),71—53) si 3/7<t<4/7, 
g(r (x)) si 4/7<t. 


Il est clair que l'application F’ est continue (et mème différentiable 
pour { << 3/1 ett => 4/7) et sa restriction à Z’ X [0, 11 est une homu- 
topie reliant les applications f et g. 

Du cours d'analyse on connaît le 

Théorème de Weierstrass (d’approximation polynomiale). Soient 
O un ensemble ouvert de l'espace R”", K un sous-ensemble compact 
de Oet F:0—R" une application continue. Pour tout e >> 0 il existe 
une application polynomiale P:R° — R" (définie par des fonctions 
polynomiales de coordonnées) telle que 


|P (x) — F(x)|<<e pour tout point x € K. 


[Remarquons qu’il suffit de toute évidence de prouver ce théorè- 
me pour m — À seulement, i.e. dans le cas où F est une fonction nu- 
mérique. C’est le seul cas généralement envisagé en analyse.] 

Appliquons le théorème de Weierstrass à un ensemble ouvert 
Ogg XR (traité comme un sous-ensemble de l’espace R'+! = 
= R" X R), à l’ensemble compact Z X [0, 1] et à l'application F' 
(traitée comme une application dans R"). En désignant la restriction 
de l’application polynomiale P à Z X [0, 1] encore par P, on trouve 
en vertu de ce théorème que pour tout e >> 0 il existe une application 
différentiable 


P:ZxX1[0,1]—R", 
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telle que 
|P(x,t)—F"(x,t)|<<e pour tout point (x, t)EX X [0, 1]. 
Soit maintenant À une fonction différentiable R —+ R telle que 
A (2) 0 si {1/7 ou t=>6/7, 
1 si 2/7<1<5/7 


et 0 À (t) < 1 pour tout £ E R. [Une telle fonction peut par exem- 
ple être définie par la formule 


tu) 
a | m-l5+))+e( (e+51-< TL) 


À (t) = , —0<i<L+oo, 


où & est la fonction du lemme 1 de la leçon 1; cf. remarque 3 de la 
leçon 1.] Posons 


G(xt)=Fr(kt)+A(t)(P (x t) — F' (x, t)) 
pour tout point (x, {)E Z X [0, 1]. 


Puisque À (t) = 0 pourt —=0ett = 1, il vient 
G(x, 0) =F’(x, 0) —=f(x) et G(x, 1) = F1 (x, 1) = g (x) 


pour tout point x € 2’, i.e. G est une homotopie reliant les applica- 
tions f et g. En outre, G est une homotopie différentiable car l’appli- 
cation F’ (donc l’application G) est différentiable pour t << 3/7 et 
1 > 4/7, et l’application G est confondue avec P (donc est différen- 
tiable aussi) pour 2/7 << t << 5/7. 

Nous avons construit une homotopie différentiable, mais elle 
prend ses valeurs sur R” et non pas sur la variété Y. Pour remédier 
à cet état de fait on rappellera que la construction de l’'homotopie G 
dépendait du paramètre e >> 0 et que 


IG(x 1) —F( D I<SIDIPR)—-FRtI<eE 


pour tout point (x, {)EZ X[0, 1]. Puisque F’ (x, ft) € Y. ceci 
exprime par définition que la distance du point G (x. t) à la variété % 
est < &, i.e. le point G (x, t) est contenu dans un €e-voisinage de la 
variété %. 

D'autre part, il existe par hypothèse un voisinage Os, de la varié- 
té % appliqué sur # par une rétraction. Ceci étant, puisque la varieté 
% est compacte, il existe un e >> O tel que le e-voisinage de la variété 
% est entièrement contenu dans O4 (prouvez-le !). Donc, l'homo- 


topie G construite pour ce & sera telle que G (x, t) € Og pour tout 
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point (x, t)E 2 X [0, 1]. Donc, la formule 
H(x t)=rg(G(x,t))}, (x1t)€2 x [0, 1], 


où rg : Oy —+ Y est une rétraction différentiable, définit une homo- 


topie différentiable H:Z X [0,1] — % reliant l’application 
ryof=f à l'application rgog = g. 

Ceci prouve totalement la proposition 2 (sous l'hypothèse que les 
variétés 2’ et % sont des retracts de voisinage) et en même temps le 
théorème du tambour. [ 

Remarque 4. De même que nous avons approché une homotopie 
arbitraire Z' X [0, 1] — ‘# par une homotopie différentiable, 
nous pouvons approcher toute application continue f : 4’ —+ % 
qar une application différentiable. 


Exercice 2. Dans le prochain ouvrage on montrera que pour toute variété 
compacte # plongée dans l’espace R", il existe une constante d > 0 telle que 
deux points quelconques p, q € #, dont la distance (mesurée sur #) soit <d, 

uvent être reliés dans ÿ'har un plus court chemin et un seul (pour la sphère, 

constante d est égale à x, et le plus court chemin pour aller d’un point à un 
autre est l'arc de grand cercle reliant ces points). Utiliser ce fait pour prouver 
que deux applications À —+ Ÿ suffisamment voisines sont homotopes. 


On en déduit en particulier que deux applications différentiables 
T — Y approchant d'assez près une application continue donnée 
j: À —+ Y sont de même degré (si les variétés Z”° et Y sont orientées, 
compactes et de même dimension). Ce degré s'appelle degré de l’ap- 
plication continue f. 


Exercice 3. Montrer que Les applications continues homotopes sont de mème 
degré. 
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Domaines à frontière régulière. — Théorème de Stokes. — Formules 
de Gauss-Ostrogradski, Green et Newton-Leibniz. — Variétés à bord. — 
Points intérieurs et points du bord. — 0-sous-variétés plongées. — 
Théorème de Stokes pour variétés à bord et 0-sous-variétés. — Théo- 
rème de Stokes pour intégrales de surface. — Théorème de Stokes 


pour sous-variétés singulières. — Intégrales curvilignes de seconde 
espèce 


Supposons comme plus haut que .Z’ est une variété différentiable 
séparée et paracompacte à #7 dimensions. 

Définition 1. On dit qu'un sous-ensemble D d’une variété Z 
est un domaine à frontière régulière si 

1° le sous-ensemble D est l’adhérence de son intérieur : 


D = Int D ; 


2° sa frontière 
Fr D = D Int D 


est une sous-variété plongée à rz — 1 dimensions. 
La frontière Fr D d'un tel domaine D s'appelle bord et se note 0D. 
On sait (cf. leçon 13) que pour tout point de la sous-variété 0D 
il existe dans la variété 4’ une carte (U, h) = (U, x!, .... x") 
contenant ce point, telle que 


(V, k)= (V,yt, ..., yn=t), 


où V=UVUNoDe y'— 2 |,;,..., yr-1 = x" |, est une carte 
sur 0D, et l'égalité x! (p) = 0, p € U. a lieu si et seulement si 
p € 9D. Ceci étant, sans perdre en généralité on peut supposer que 
zt < 0 sur Ù f\Int D. 

On dira de la carte (U, h) possédant ces propriétés qu'elle est 
adaptée à D, et de la carte (V, kÆ) qu’elle est découpée sur OD par la 
carte (L/, h). 

Soient maintenant (U, k) = (U, x', ..., zx") et (U',h'") = 
= (0, x!,..., x") deux cartes sur 2’ adaptées à D, et (V, k), 
(V”, k’) les cartes qu’elles découpent sur 9D. La fonction x!’ étant 
identiquement nulle sur un NV',onasur V NV” 


0, k= 2, cs Ne 


_ 
Donc, 


ôh"  ôz!” ôk’ , 
dt .det— sur VA. 
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D'autre part, puisque x!” << 0 si et seulement si z! < 0, il vient 


t- 
— >0 sur "fr. 

Donc, si les cartes (U, h) et (U”, h’) sont positivement compatibles, 
il en est de même des cartes (V, k) et (V”, k') (pour n > 1). 

Supposons maintenant que la variété Z’ est orientable et orientée. 
Etant donné que pour n >> 1 tout point p de 9D est visiblement con- 
tenu dans une carte positive adaptée à D, toutes les cartes positives 
adaptées à D découpent sur 0D un atlas de cartes positivement com- 
patibles. On dira de l'orientation définie sur 0D par cet atlas qu'elle 
est induite par celle de la variété Z. 

Pour n — 1 le domaine D est un système de segments (sur une 
droite ou un cercle) et ,0D est composé de leurs extrémités. L'orien- 
tation de la variété Z' induit un sens sur ces segments et l’on munit 
D d’une orientation (au sens de la remarque 1 de la leçon 25) en 
admettant que l’extrémité droite de chaque segment est affectée 
du signe + et l'extrémité gauche du signe —. 

Donc, dans une variété orientable (resp. orientée) Z° le bord de tout 
domaine à frontière régulière est une variété orientable (resp. orientée). 


+ à + 


Puisqu'en vertu du théorème de Sard (cf. leçon 15) le bord d'un 
domaine arbitraire à frontière régulière est un ensemble négligeable, 
tout domaine compact D à frontière régulière est cubable. Donc, si 
l'on admet que la variété Z’ est orientée, l'intégrale 


(o 


n 


est définie pour toute forme w de degré x sur 2’ et tout domaine com- 
pact à frontière régulière. Cette intégrale est définie aussi pour les 
domaines D non compacts si seulement la forme «w est à support 
borne. 

En particulier, pour toute forme «w de degre r — 1 (à support 
borné si le domaine D n'est pas compact) est définie l'intégrale 


(1) \ do. 

D 
Par ailleurs, est définie aussi (par rapport à l'orientation induite sur 
la variété OD) l'intégrale 

\ i*@, 

ôD 
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où i: 0D —+ © est une injection. Pour simplifier les formules, on 
désignera cette intégrale par le symbole 

[nd 
(2) \ @. 


ôD 


Théorème 1 (théorème de Stokes pour domaines à frontières 
régulières). Pour tout domaine D à frontière régulière d'une variété T 
séparée paracompacte orientée à n dimensions et toute forme w E Qn-1® 
(à support borné si le domaine D n'est pas compact) on a l'égalité 


(3) ( do — ( o. 


D D 


Démonstration. Ilest clair que toutes les cartes (U,, h.) 
de la variété.2”, qui soit ne rencontrent pas 0D, soit sont adaptées 
à D, forment un atlas sur Z. La variété 2 étant par hypothèse 
paracompacte et séparée, il existe un recouvrement {U, } subordonné 
à une partition {n.} de l'unité. Puisque © = 2 naw et do = 


= Ÿ d'(naw), on a 
Le À 


et 


(il est clair que l'intégrale est additive aussi par rapport aux som- 
mes infinies envisagées dont seul un nombre fini de termes sont non 
nuls au voisinage de tout point). Donc, il suffit de prouver la formule 
(3) pour une forme n,w, i.e. sous l'hypothèse que w = 0 à l’exté- 
rieur d’une carte positive (U, h) = (U, xz!, ..., x") de la variété 
ZT’, qui soit ne rencontre pas 0D, soit est adaptée à D. Ceci étant, si 
sur U 


= (—1}-1u, drt A... Ad A... Adz", 


alors 
ñn 


do=( > — dz'A...Adz" sur U 


(cf. formule (4) de la leçon 19) et par suite 


| d= | do = \ (> en) dut de 
D UnD R(UND) “h=i 


THÉORÊME DE STOKES 381 


Les fonctions w,, . .., w, traitées comme des fonctions sur h (U) 
sont nulles à l'extérieur d’un ensemble fermé, et si on les prolonge 
par 0 à l'extérieur de h (U) à R” tout entier, on obtient encore des 
fonctions différentiables. D'autre part, on peut admettre sans perdre 
en généralité que l’ensemble ouvert k (U) est borné, i.e. contenu dans 
un cube 


={xER", [z'|<R, ..., |[z'|<R} 


(sur la frontière duquel les fonctions w, sont donc toutes nulles). 
Cas 1. La carte (U, h) ne rencontre pas 0D. Dans ce cas l’in- 
tégrale (2) est visiblement nulle (car &*w — 0), et par conséquent, 
pour prouver la formule (3) il suffit de montrer que l'intégrale (1) 
est nulle. Ceci étant, on peut admettre sans perdre en généralité 
que soit UE LD, soit UE D. Mais pour UE Z'XD l'intégrale (1) 
est visiblement nulle, et pour UC D elle s'exprime par la formule 


n n R R 
{ aw={ (> jar. a > [| Hdi... de” 
D 17 he he=i —8 =R 


qui est nulle puisque l'intégrale 
R 


À de=uw, (xt, ...,R, ...,2")—w, (xt, ..., —R, ..., 4") 


l'est pour tout À = 1, .. 
Cas 2. La carte &. h) est ‘adaptée à à D. On a alors par analogie 


CE a 
M 3 
Lee 
D? 7 


.. [2 dr'...dmt= 


D k=1 
R R 
= \ ... \ W, (0,72, ...,x")dzr®...dzr". 
—R =R 


D'autre part, puisque ëi* (dx!) = O et i* (dx) = dy!, 
..., * (dz") = dyr-t (car xl = 0 et 2° = yl, ..., x” — yn=i 
sur 0D), alors 


ito=w, (0, yt, ...,y"-t)dytA...Ady"-!t sur UND. 


Donc, 

R R 

( .…. \ w, (0, x2, ...,zx")dz?...dr" = 
-R =R 


= ... w (0, yt, ..., y") dyt ... dy""1= ( tu= | (ni) 
=R UfoD 80 
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Par conséquent, 


( du= | wo. O 
D ôD 
Corollaire 1. Pour toute forme w à support borné de degré n — 1 
sur une variété À séparée paracompacte orientée à n dimensions on a 
l'égalité 
(4) ( do = 0. 
KA 
Démonstration. Soient p, un point de la variété ?, 
et (U, h) une carte de Z telle que p, € U et h (U) = B*, où comme 
toujours B° est une boule ouverte de R° de rayon 2 et de centre 0. 
Supposons ensuite que D, = k-1! (B;), où B° est une boule fermée 


concentrique de rayon 1, et soit D, = Z' Int D,. Il est clair que les 
ensembles D, et D, sont des domaines possédant une frontière régu- 
lière commune h-! (S"-!). (On dit que D, s’obtient à partir de Z 
par forage de la boule D,.) Ceci étant, les orientations induites sur le 
bord h-! (S"-1) par celle de la variété Z sont visiblement contrai- 


res (ce qu’on peut exprimer par la formule 9D, — — üD,), 
et donc, 

( U= — ( @. 

D; oD: 


En appliquant le théorème 1 aux domaines D, et D, et en tenant comp- 
te du fait que 


| dw= | dw+ | do, 


LA D, Ds 


on obtient immédiatement (4). CO 

La formule (4) peut être traitée comme un cas particulier de la 
formule générale (3) si l’on convient que l'intégrale d’une forme ar- 
bitraire étendue à un ensemble vide est nulle. 

Nous nous sommes déjà servis du corollaire 1 à la leçon 25 (cf. 
page 366). 


Dans le cas particulier où Z” est l'espace R° muni des coord onnées 

TZ, Y, 2, chaque forme « de degré 3 sur 7 se représente par f dr A 

\ dy/A dz, où f est une fonction, et pour tout ensemble cubable 

D & K° l'intégrale \ w est égale à l'intégrale de Riemann \; (x) dx 
D D 
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qui dans le cas envisagé est généralement désignée par le symbole 
( ( \ f dx dy dz 
D 


pour souligner la triple dimension et la possibilité de passer à une 
intégrale triple de Riemann sur une droite. Par analogie, pour toute 
surface orientée Z de R° (qui est une sous-variété orientée à deux di- 
mensions) et toute forme 


o = P dy Adz+0Q dz dr +R dx \\dy 
sur R3 (nous attirons l’attention du lecteur sur l'ordre des differen- 
tielles du deuxième terme de la somme), l'intégrale (w (plus exac- 


LA 
tement, l'intégrale \ i*w, où à est une injection de 2° dans R°) est 


VA 
désignée par le symbole 


(5) ( ( P dydz+0dzdr +R dx dz. 
L 4 
Puisque 


dP , . OR 
do = (+ +) dr À dy À dz, 


on obtient le cas particulier suivant du théorème 1: pour tout do- 
maine D € R° à frontière régulière et toutes fonctions P, QetRona 
la formule 


(6) (1 (++) dx dy dz = 
D 


= | ( Paydz+Qazdr+R àz dy. 


0D 


La formule (6) s'appelle formule de Gauss-Ostrogradski. 

Remarque 1. Il est évident que dans la formule (6) les intégra- 
les sont toutes supposées exister, i.e. soit les fonctions P, Q et R 
sont à support borné, soit le domaine D est compact (et les fonctions 
P,Qet R sont évidemment définies sur D). A noter que, pour que 
cette formule soit valable, il n’est pas nécessaire que D soit un do- 
maine à frontière régulière, il suffit, disons, de supposer qu’il soit à 
frontière régulière par morceaux (dans un sens connu). 

Remarque 2. L'orientation d’un plan de R° est définie par l’une 
de ses faces, i.e. par un vecteur orthogonal à ce plan. Donc, l’orien- 
tation d'une surface de RS est définie par un champ de vecteurs nor- 
maux non nuls. Il est aisé de voir que ce champ est composé de nor- 
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males extérieures pour l'orientation induite sur le bord 9D dans la 
formule (6). 
Sur le] plan R° l'analogue de la formule (6) est 


(7) \\ (TS) ar dy= ( Par +Qay 
D ôD 


et s'appelle formule de Green. L'orientation de 0D, i.e. le sens de 
parcours, est telle que le domaine D doit rester à gauche. 


Enfin sur la droite R la formule (3) se transforme en la formule 

de Newton-Leibniz 

b 
(8) | f'@dz=f(@)—f(0). 

a 
(On rappelle qu'une intégrale sur une variété orientée O-dimension- 
nelle est définie par la formule (3) de la leçon 25 et que par définition 
les points b et a du bord de [a, b] sont affectés respectivement du si- 
gne + et du signe —.) 
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La notion de domaine à frontière régulière et le théorème 1 ad- 
mettent une importante généralisation. 

Soit R{, le demi-espace de R° composé des points x = (r!, ... 

.., z") tels que x'< 0 et soit R"' son bord qui est constitué des 
points x tels que x! = (C. 

On dira qu'un sous-ensemble VU R” est d-ouvert s'il est ouvert 
soit dans R”, soit dans R4°) , i.e. s’il existe un ensemble ouvert U” 
dans R° tel que soit U = U”, soit U = U” N R,. On dira qu’une 
application ®: U — R” définie sur un ensemble 0-ouvert UE R* 
est différentiable s'il existe un ensemble ouvert VU’ KR” et une ap- 
plication différentiable @’: UV” —+ R” tels que UE VU” et ® | & — 
— . Ceci équivaut à l’existence des dérivées partielles continues 
de tous les ordres nécessaires des fonctions définissant l’applieation 
(à condition, lorsque U € RS, et U NRC, que la dériva- 
tion par rapport à x! soit comprise comme une dérivationàädroite 
en tout point de Ü AR‘). Une application œ: ÜU —+ V d’ensembles 
9-ouverts s'appelle difféomorphisme si elle est bijective, différen- 
tiable et si sa réciproque ®-!: V + U est différentiable aussi. 

Soit Z un ensemble quelconque. On appellera 0-carte dans Z un 
couple (U, h) composé d’un sous-ensemble UC % et d’une applica- 
tion bijective h: U—+ h (LU) sur l’ensemble d-ouvert k (U)E R". 
On dira que deux 9-cartes (U, h) et (V, k) sont compatibles si soit 
UnVv=Sg,sitUnvV Set 

a) les ensembles k (U N V)et & (U f] V) sont des sous-ensembles 
0-ouverts de l’espace R’; 

b) l’application 


koh: R(UNN—k(UNV) 


est un difféomorphisme. Il est clair que toute carte de Z (au sens de 
la définition 1 de la leçon 6) est une 9-carte et que les cartes compati- 
bles (au sens de la définition 2 de la leçon 6) le sont en tant que -cartes. 
On appelle atlas de 0-cartes sur l’ensemble Z (cf. définition 3 de 
la leçon 6) un ensemble de 9-cartes (U,,hk«) deux à deux compatibles 
et telles que leurs supports ÜU, forment un recouvrement de Z. I] 
est aisé de voir (cf. proposition 1 de la leçon 6 et son corollaire 1) 
que tout atlas de 9-cartes A est contenu dans l’unique atlas maximal 
composé de toutes les d-cartes compatibles avec les d-cartes de A. 
Définition 2. Un ensemble Z dans lequel est défini un atlas ma- 
ximal de 9-cartes s'appelle @-variété différentiable (et ses cartes, cartes 
différentiables). 
Il est évident que toute variété Z' est une 0-variété. 
Soulignons que comme à la leçon 6 on admet que la dimension 
n de l’espace R”" est fixée (cette dimension s’appelle dimension de 
la 0-variété Z et se note dimZ), de même que la classe C” des appli- 
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cations envisagées, où r est un entier positif ou bien l’un des symboles 
oo ou w. (Cette classe s'appelle classe de différentiabilité de la 9-va- 
riété Z ; on admettra généralement que r = c.) 

On munit une 9-variété d’une topologie de la même façon qu'une 
variété, i.e. un sous-ensemble © d’une -variété Z est ouvert si et 
seulement si pour toute carte différentiable (U, h) l’ensemble 
h (O0 N Ü) est d-ouvert dans R”". Donc, toute 9-variété est un espace 
topologique (qui satisfait au premier axiome de dénombrabilité 
et qui est de plus localement compact si la 9-variété est séparée). 


* *& + 


Définition 3. On appelle carte intérieure d’une d-variété Z une 
d-carte (U, h) pour laquelle l’ensemble h (U) est ouvert dans R". 
Un point p € Z s'appelle point intérieur d’une 9-variété Z si dans Z 
il existe une carte intérieure (U, h) telle que p € U. L'ensemble de 
tous les points intérieurs d’une 9-variété Z est désigné par int Z 
et s'appelle intérieur de Z. 

Il est clair que int Z est ouvert dans Z et est une variété diffé- 
rentiable (avec un atlas composé de toutes les cartes intérieures). 

Exercice 1. Montrer que int Z n’est pas vide (siZ ne l’est pas) 
et de plus que 


int Ÿ = Z. 


Définition 4. On appelle carte de bord d’une d-variété Z une 
d-carte (L', hk) telle que k (U)E R, et kR(C) ANRT. Un 
point p € Z s'appelle point du bord d’une d-variété Z s’il existe dans 
Z une carte de bord ([/, h) telle que p E U'eth(p)ERk(U) NRST*. 
L'ensemble (éventuellement vide) de tous les points du bord est dé- 
signé par 0Z et appelé bord de la 9-variété Z. Par définition, 


D =0%Z|\)int Z. 


Proposition 1. Aucun point intérieur n'est point du bord, et 
réciproquement, aucun point du bord n'est point intérieur : 


02 Nint Z = . 


Démonstration. Affirmer que p E0Z/fjint Z revient 
à affirmer qu’il existe dans Z un ensemble ouvert U contenant le 
point p, et des applications k : U— R,et : : U— R”, tels que le 
couple (VU, h) est une carte de bord et le couple (U/, k) une carte in- 
térieure de Z. Donc, l’ensemble 4 (U) est ouvert dans R" mais pas 
h (U). L'application h ° k-! étant un difféomorphisme de l’ensemble 
k (U) sur l’ensemble k (U), ceci contredit le lemme 1 établi plus bas. 
Donc, le point p n'existe pas, et par suite, 0Z fjint Z = S. DO 

Lemme 1. Soit : O —R" une application différentiable (de 
classe C’,r > 1) d'un ensemble ouvert O & R" dans R". Si le jacobier 
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Da de l'application œ est non nul en tout point x de O, l’ensemble 
p (O0) est ouvert. 

Démonstration. D'après le théorème de l'application réci- 
proque (cf. leçon 6) le point x € O possède un voisinage UC O s’appli- 
quant sur un voisinage V du point (x). Comme VE (0), on a donc 
œ (x) € Int y (0), et puisque ceci est valable pour tout point x € O, 
il vient y (0) = Int œ (0), i.e. l’ensemble ® (0) est ouvert.[ 

La proposition 1 est valable aussi pour r — 0 (pour les variétés 
topologiques). L'analogue du lemme 1 (connu sous le nom de 
théorème de Brouwer d'’invariance d'un 
domaine) affirme que si une application continue @: O — R" 
d’un ensemble ouvert OCR" dans R”" est un monéomorphisme 
(un homéomorphisme sur œ (0)), l’ensemble @ (0) est ouvert. Nous 
manquons malheureusement de place pour produire la démonstration 
assez longue et fastidieuse de cette assertion. 

Corollaire 1. Le bord 0% d’une 0-variété % est fermé dans Z. 

Démonstration. En vertu de la proposition 1 on a 
03 = DX int Z. Or int S est ouvert dans Z.[ 

Corollaire 2. L'égalité 0% = © a un sens si et seulement si la 
0-variété % est une variété. 

Démonstration. Il est clair que Z est une variété si 
et seulement si int Z = 2.0 

D'après le corollaire 2 les variétés différentiables s'appellent aus- 
si variétés sans bord. Par voie de conséquence on appellera variété à 
bord une 9-variété telle que 94% = S. Du reste, le terme « variété 
à bord » est souvent utilisé comme synonyme de «d-variété ». 
(Lorsqu'il y a risque d’ambiguïté, on parle des « variétés à bord non 
vide » ou respectivement des « variétés à ou sans bord ».) 

Les variétés compactes sans bord sont d’une importance toute 
particulière. On les appelle variétés fermées. 

Pour toute carte de bord (U, h) = (U,zx', ..., x") d’une 
0-variété Z le couple (U N 9%, kono2) est en raison de l'identifi- 


cation R?-1 — R"-1 une carte dans 0Z (avec les coordonnées loca- 
les z°, . .., x"), et de telles cartes forment un atlas sur 0Z. Ceci 
montre que Le bord 0% d'une 0-variété Z à n dimensions est une varié- 
té sans bord à n — 1 dimensions. 


à + * 


Il est clair que tout domaine D à frontière régulière est une 0-varié- 
té à bord D. (Les d-cartes de cette 9-variété sont soit des cartes de 
la variété ambiante Z’ contenues dans Int D, soit les intersections des 
cartes adaptées à D avec D.) La dimension de cette 0-variété est égale 
à la dimension nr de la variété Z. 

Une application f:% — % d une d-variété Z dans une 9-variété 
ZT (nous n’aurons besoin que du cas où Z”’ est sans bord) est dite 


25% 
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différentiable si elle est continue et si pour deux 4-cartes quelconques 
(U, h) dans Z et (V,k) dans ?”, telles que fUC V, l'application com- 
posée 

kofoh-l:h(U)—+k (V) 
est différentiable. 

Supposons que la variété 2’ est sans bord (le cas où 02 Æ © 
apporte des complications sur lesquelles nous glisserons) et que 
Da Z'. Si l'injection i: Z —+ L est différentiable et les variétés 
int Z et 0Z sont des sous-variétés plongées dans %”, alors Z s’ap- 
pelle O-sous-variété (plongée) de la variété Z. 

Par exemple, tout domaine à frontière régulière est une 9-sous- 
variété. 

Exercice 2. Montrer que si une d-sous-variété Z d’une variété À est de 
même dimension que Ÿ, alors Z est un domaine à frontière régulière dans À. 


On appellera forme différentielle w de degré m sur une d-variété Z 
une forme sur int Z telle que pour toute carte de bord (VU, k ) les coef- 
ficients w;, . . . ;, de cette forme dans la carte (U Nint Z,h|,, 3) 
de la variété int Z sont les restrictions de certaines fonctions diffé- 
rentiables (visiblement définies de façon unique) sur U. Les dernières 
fonctions seront désignées par les mêmes symboles ©},...1,, €t appe- 
lées coefficients de la forme w dans la carte (U,h). Les restrictions à 
U MN 9% des coefficients Qiiim OÙ éy, - +, im 7 1, sont de toute 
évidence les coefficients d’une forme de degré r—r — 1 sur 02 que 
l'on désignera par © og. 

Lorsque Z est une d-sous-variété d’une variété ° sans bord (par 
exemple, un domaine à frontière régulière), pour toute forme « 
sur © la forme j*ow, où j:int Z —+ 7 est une injection, est visible- 
ment une forme sur Z. Pour cette forme, j*ow [53 — i*w, où à 
est une injection de 0% dans Z. 


Exercice 3. Montrer que toute forme sur .Z se représente par j*©, où west 
une forme sur “. 


On dit qu’une variété à bord Z est orientable (resp. orientée) 
s’il en est de même de la variété int Z. Une carte de bord (U,h) 
d’une 4-variété orientée Z est dite positive si la carte intérieure 
(U Nint Z, k |unint2) l’est. 


+ + + 


On dira qu’une forme différentielle sur une 0-va-iété Z est à 
support borné si elle est nulle à l'extérieur d'un ensemble compact 
C< %. Si une 9-variété Z séparée et paracompacte est orientée, 
pour toute forme w à support borné de degré nr — dim Z est définie 
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l'intégrale 
Oo. 
int & 


On appellera cette intégrale intégrale de w sur Z et on la désignera 
par 


@) { w 
À 


Si Z est un domaine D à frontière régulière dans une variété 
, et w, la restriction d'une forme w sur Z’ (à support borné si 
D n'est pas compact), l'intégrale (9) est égale à l'intégrale 


\ w 


D 


puisque le bord 6D est un ensemble négligeable en vertu du théorè- 
me de Sard. 

La construction de l'orientation induite sur le bord d’un domaine 
à frontière régulière s'étend ad litteram à toutes 9-variétés orientées. 
Dans la suite on conviendra que le bord de toute 9-variété orientée 
3 est muni d'une orientation induite. 

En particulier, ceci nous permet d'envisager l'intégrale 


© [95 
0x 
pour toute forme w à support borné de degré 7 — 1 sur une 9-variété 


orientée séparée et paracompacte à r dimensions, intégrale que nous 
écrivons brièvement 


(10) ( O. 
oz 
Théorème 1” (théorème de Stokes pour variétés à bord). Pour 


toute forme w à support borné de degré n — 1 sur une 0-variété % 
séparée paracompacte orientée à n dimensions, on a la formule 


(11) ( du = ( &. 
Ÿ 29 


Démonstration. Elle reprend littéralement celle du théo- 
rème {. Nous la laissons au soin du lecteur. {(] 

On conviendra que l'intégrale (10) est nulle pour 9Z = S. Aux 
termes de cette convention, le corollaire 4 du théorème 1 est un cas 
particulier du théorème 1. 
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Lorsque Z est une 4-sous-variété d'une variété 2’, pour toute 
forme w de degré #7 sur 2 (on remarquera que n est la dimension de 
3 et non pas de 2°!) telle que j*o est à support borné sur Z (j est 
une injection de Z dans ©) on désignera l'intégrale 


{ra 
2 
par 
«2 (u 
2 


(les formes &w sur Z”’ pour lesquelles la forme j*w est à support borné 
seront appelées formes à support borné sur D). 

Aux termes de cette convention on a de toute évidence la générali- 
sation suivante du théorème 1: 

Théorème 1” (théorème de Stokes pour d-sous-variétés). Pour 
toute 0-sous-variété orientée D à n dimensions d’une variété séparée et 
paracompacte .Z et toute forme w à support borné sur 3 de degré 
n — 1, on a la formule (11) sur ©. O 


$ + + 


Les à-sous-variétés à deux dimensions de l’espace R3 s appellent 
surfaces à bord. Pour une telle surface Z et une forme arbitraire 


wo — P dy A\\ ds + Q dzA\ dr + R dr /A\ dy 
sur R$ l'intégrale (12) est désignée par 


(13) (\ P dy dz+ Q dz dr + R dx dy 
À 


(comparer avec (5)). La formule (11) (pour la forme w = P dx + 
+ © dy + R dz) devient alors 


(14) \i (ES) ayar+ (ST) as dr+ 


+) drdy= | Par+Qdy+R az. 
0 D 


La formule (14) est connue sous le nom de formule de Stokes pour inté- 
grales de surface dans R. 

Remarque 3. Il est intéressant de noter pour la petite histoire 
que le nom de « formule de Stokes » a été attribué d’abord à la for- 
mule (14) et ensuite à ses généralisations et analogues (3) et (11) 
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à la suite d’une ambiguïté. La formule (14) était connue au milieu 
du XIX! siècle à l'Université de Cambridge et, sur proposition du cé- 
lèbre physicien et mathématicien Thomson (qui en est probablement 
l'auteur), fut incluse dans les billets d'examen de mathématiques. 
Elle fut attribuée — d’abord par les étudiants seuls — à Stokes uni- 
quement parce qu'il était président du jury. 


+ + *# 


Les théorèmes 1° et 1” peuvent être regroupés en un seul théorème 
général. 

Soient Z et 2’ des 9-variétés et soit y: Z — Z' une application 
différentiable de int Z dans int 2’. Alors pour toute forme w sur .7 
la forme y*w (définie sur int Z) sera de toute évidence une forme 
sur Z. Donc, si elle est à support borné et de degré n7 — dim Z, et 
si la variété Z est orientable, alors est définie l'intégrale 


(19) \ vo. 
D 


Les applications différentiables +: % — Z’ de int Z dans int Z 
pour lesquelles la d-variété Z est orientée et à » dimensions seront 
appelées sous-variélés singulières à n dimensions de la d-variété 7, 
les formes w sur Z’ pour lesquelles la forme y*w est à support borné, 
formes à support borné sur y, et enfin l'intégrale (15), intégrale de w 
sur y. D'après ce qui précède on désignera l'intégrale (15) par 


(16) w. 


L 


On admettra aussi que l'« application » © — Z’ de l’ensemble vi- 
de © dans Z’ est une sous-variété singulière à r dimensions et que 
l'intégrale (16) étendue à une telle sous-variété est nulle. 

Aux termes de cette convention, pour toute sous-variété singuliè- 
re y: Z — L sera définie la sous-variété singulière 


Cette sous-variété singulière sera appelée bord de la sous-variété 
singulière y et désignée par dy. 
Théerème 1” (théorème de Stokes pour sous-variétés singulières). 


Pour toute sous-variété singulière ÿ à n dimensions d'une variété 
et loute forme w à support borné de degré n — 1 sur y on a la formule 


(17) \ du= | wo sur Z. 


L L 
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Démonstration. Il suffit d'appliquer le théorème 1’ 
à la form” y*o sur Z. O 

Le théorème 1” se ramène au théorème 1’ lorsque y est l’applica- 
tion identique id : Z —+ Z, et au théorème 1” lorsque y est une injec- 
tion de Z dans £. 


S *# * 


Les intégrales étendues aux sous-variétés singulières à une di- 
mension de l’espace R", 72 > 2, admettent une interprétation élé- 
mentaire. Supposons pour fixer les idées que 7 — 2 et que Z est un 
segment [a. b]. Donc, ia variété singulière y : Z — R° n'est autre que 
la courbe différentiable plane 


(18) z=zx(t), y =y(t), a<t<b 


(qui généralement n'est soumise à aucune condition de régularité). 
Un déchiffrage élémentaire des définitions montre que pour toute 
forme P dx + Q dy sur R* l'intégrale le long de la courbe (18) est 
définie par la formule 


b 


(19) | Pdr+Qdy= | 1P (x), y (0) 2 (+0 (4). (By (HIde, 


Y a 


formule qui peut servir de définition à cette intégrale. Les intégrales 
de cette nature interviennent fréquemment dans les problèmes d’analy- 
se et s'appellent intégrales curvilignes de seconde espèce. 

Pour r — 3 elles sont de la forme 


b 


| Pdz+Qay+Raz= | (P (2), y), 2(0)) 2 (9 + 
j 


+ Q(x(e), y, z()) y G)+R(z(E), y (8), 2(t))z° (#)1d£, 


idem pour tout n. 

[Les intégrales curvilignes de première espèce ont été introduites 
dans la leçon précédente. Ce sont des intégrales de densités et non de 
formes.] 

On remarquera que l'intégrale (19) a un sens aussi bien pour les 
courbes différentiables que pour les courbes différentia- 
bles par morceaux. 

Lorsque Z est un cercle orienté S', la variété singulière y s'ap- 
pelle co rbe fermée. En se donnant un segment [a. b]. un point 
So E S'et une application a:[a, b] + S' envoyant les points a et 
b en s, et appliquant difféomorphiquement (en préservant l'orienta- 
tion) l'intervalle Ja, b{ sur l'arc S'X{s,}, on peut identifier une telle 
courbe à une courbe B = y°a:{a, b] + R” telle que B (a) = f (b). 
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(Pour cette raison, les courbes B : [a. b] + R” telles que B (a) — 
— B (b) sont dites aussi courbes fermées ; comparer avec la leçon 1.} 
Cette identification est compatible avec l'intégration, i.e. l'inté- 
grale le long de toute courbe fermée y (qui est généralement désignée 
par & pour exprimer que la courbe y est fermée) est égale à l’intégra- 
Y 
le curviligne le long de $. 
Lorsque Z est composée de plusieurs cercles orientés, la variété: 
singulière y est un système Y,, . . .. y, de courbes fermées, et l'inté- 
grale correspondante est justiciable de la formule 


ÿ=$+ + ÿ. 


En particulier, pour tout domaine compact plan Z€ R* à frontière. 
régulière (ou régulière par morceaux dans un sens notoire) et toute- 


forme P dr + Q dy sur R°, ceci identifie l'intégrale &P dr + 
GE2 
+ © dy de la formule de Green (7) à l'intégrale curviligne $ P dr + 


GE2) 
+ © dy. 

Donc, les deux intégrales de la formule de Green (7) admettent. 
une signification élémentaire, ce qui n est pas le cas, par exemple, de 
l'intégrale du second membre de la formule de Gauss-Ostrogradski. 
(6) ou du premier membre de la formule de Stokes (14). 
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Opérateurs d’analyse vectorielle. — Corollaires de l'identité d °c d — 
— 0. — Corollaires de la formule de dérivation d’un produit. — 
Opérateurs de Laplace et de Beltrami. — Flux d’un champ de vec- 
teurs. — Formule de Gauss-Ostrogradski pour la divergence et 
formules de Green.—La divergence en tant que densité de sources.— 
Formule de Stokes pour la circulation. — Formule de Gauss-Ostro- 


gradski pour le rotationnel. — Formule généralisée de Gauss-Ostro- 
gradski. 


On étudie dans cette leçon un cas de formes sur l'espace Rÿ, 
qui est particulièrement important pour les applications. Ce cas a 
en fait été partiellement étudié à la leçon 1.22. Pour la commodité, 
nous répétons notre exposé en le complétant avec les corollaires de 
la formule de Stokes. 

L'existence dans R3 d’un système de coordonnées fixe et d'une 
métrique euclidienne standard nous permet d'identifier les formes 
différentielles linéaires P dx -- Q dy + R dz sur "R3 (ainsi que les 


formes P dy f\dz + Q dz dx — R dx /\ dy du second degré) aux 
champs de vecteurs 


(1) u = Pi + Qj + RAk, 


où i, jet k sont les vecteurs de base de R$. Ceci nous conduit à une 
théorie assez féconde connue sous le nom d'analyse vecto- 
riclille (ou théorie du champ). Bien qu'elle soit de 
portée théorique minimale, l analyse vectorielle sera exposée avec 
suffisamment de détails, car elle joue un rôle important dans les 
applications physico-techniques liées à la dynamique des fluides et 
à l’électromagnétisme (il suffit de signaler que les équations de Max- 
well du champ électromagnétique sont décrites le plus élégamment — 
‘exception faite du formalisme quadridimensionnel de la théorie de 
relativité spéciale — par les opérateurs différentiels d'analyse vec- 
torielle). 

Le principal champ d'action de l'analyse vectorielle est l’algè- 
bre des fonctions différentiables F définies sur un ensemble ouvert 
We R3 (qui sera fixé dans la suite), et le F-module a des champs 
de vecteurs sur W. 

L'identification du module a aux modules Q! et Q° des formes 
différentielles de degré 1 et 2 (et l'identification de l'algèbre F, 
traitée comme un module sur elle-même, au module (3 des formes 
f dx /\ dy /\ dz de degré 3) nous permet de traiter les opérateurs de 
dérivation extérieure 


= 4 oi o2 © Q3 
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comme des opérateurs 
F-a—-a—F. 
Le premier de ces opérateurs (de F dans a) est désigné par le 


symbole #rad. Il associe à une fonction différentiable arbitraire F 
le champ de vecteurs 


(2) grad Fe + + 


appelé gradient de la fonction F. 
Le deuxième opérateur (de a dans a) est désigné par rot. 1] 
envoie le champ de vecteurs (1) dans le champ 
_[9R _dQ 1:,/9P _dR\.,/ 00 0P 
(3) rotus (ee) i+ (+ = FE ) + (<<) k 
appelé rotationnel du champ u. 
La formule (3) peut être mise sous la forme simple à retenir 


i  j 
9 0 0 

(4) rot u — F3 dy Fr 
P Q R 


Naguèëre, on écrivait curl u pour rot u, mais cette notation est tom- 
bée en désuetude. 

Le troisième opérateur (de a dans F) est désigné par div. Il 
transforme le champ de vecteurs (1) en la fonction 


_ 0Q_ 
(3) div u=— FTE T , 


appelée divergence du champ u. 

Outre ces opérateurs (et la multiplication par une fonction) sur 
a sont définis le produit scalaire et le produit vectoriel qui aux 
champs de vecteurs 


u=Pi+Qj+Rk et v—=Xi+Y;j + Zk 
associent respectivement la fonction 
uv = PX + QY + RZ 
et le champ de vecteurs 
i j k 
uxXv=(QZ—RY)i+(RX—PZ)j+(PY—-QX)k=|P Q R 
X Y Z 


Ces opérateurs (et opérations) sont reliés entre eux par des mul- 
tiples identités. 
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+ + + 


Tout d'abord l'identité d + d — 0 nous donne deux identités 
(6) rot grad F — 0 et div rot u = O, 


qui du reste se vérifient aisément par un calcul direct. 

Les champs de la forme grad F s'appellent champs potentiels, 
et ceux de la forme rot u, solénoïdaux. Si u = grad F, la fonction F 
s'appelle potentiel du champ u, et si v = rot u, le champ u s'appelle 
potentiel vecteur du champ v. Si W est connexe, le potentiel F est 
défini par le champ u à une constante additive pres. 

Un champ u est dit irrotationnel si rot u = 0, et sans sources 
si div u = 0. Le potentiel vecteur u d’un champ rot u est défini à 
un champ irrotationnel prés. 

En vertu de l'identité (6) tout champ potentiel est irrotationnel, 
et tout champ solénoïdal est un champ sans sources. [Ceci étant, l’espace 
quotient de l’espace vectoriel des champs irrotationnels par le sous- 
espace des champs potentiels n’est autre que le groupe de cohomolo- 
gie de de Rham H1W du domaine W, et l’espace quotient des champs 
sans sources par le sous-espace des champs solénoïdaux, le groupe 
H°W. Donc, les champs irrotationnels sont potentiels si et seulement 
si HW = 0, et les champs sans sources sont solénoïdaux si et seu- 
lement si H°W = 0.] 

Exemple 1. Un champ de la forme 


u =f(r)r, r #0, 


oùr=zi+uyi+ezk et r=|r|=V 2 + y? + 2, s'appelle champ 
central. Pour ce champ, 


P=f(r)z Q=f{r)y,  R=ÿjt()z 
(et W—RSX{0}). Puisque 


9 _z Ôr y Ôr _3 
0z r’? dy Or? ô r' 
la matrice 

0P 9P 0P 

Ôz ôy ôz 

2Q 65Q 560 

ôz ôy 9z 

0R 0R 0R 
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est de la forme 


+ fn + fhÆ 
nm fo fo +f( fo 
fO<+ fn fn +f(r) 


La symétrie de cette matrice exprime que rot u = 0, i.e. tout champ 
central est irrotationnel. Bien plus, comme H1 (R5X {0}) — HT (S°) = 
— 0, tout champ central est potentiel. (Le potentiel correspondant F 
est défini par la formule 


7 


F (r) = | rf(r) dr, 


1 


où de toute évidence la forme inférieure d'intégration peut être tout 
autre nombre strictement positif.) 


Si en particulier f(r) = —— et donc l|ul = (champ 


gravitationnel d’un point matériel de masse mm), 
alors F(n= (à une constante prés). Ce potentiel est dit 
newtonien. 

La divergence d'un champ central est égale à la somme 


PC) RE +85 (0) = rf° (+ 8f(r) 


des éléments diagonaux de la matrice (7). La résolution de l’équation 
différentielle rf’(r) + 3f (r) = O0 nous donne f (r) — <.. Donc, 


un champ central est un champ gravitationnel(le champ d'un potentiel 
newtonien) si et seulement s’il est sans source (dans le domaine R3X {0} 
où il est défini). 


Le produit extérieur w /\ 6 des formes différentielles w et 6 
se transforme en vertu de nos identifications en le produit vectoriel 
des champs w et 6 si deg w = 1 et deg 60 = 1, en le produit scalai- 
re de ces champs si deg w — 1 et deg 6 = 2 (et en le produit du champ 
6 par la fonction w si deg w = 0). Donc, la formule 


d (fo) = f do + 1ffAo 
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nous donne les relations 


(8) grad (FG) = F grad G + Ggrad PF, 
(9) rot (Fu) = Frot u + grad F X u, 
(10) div (Fu) = F divu + grad F-u, 


et la formule 

d (o À 8) = do A8 — wAdw,  w, 8 € Qt, 
la relation 
(11) div (u X v) = (rot u) v — u rot v. 


Il est évident que les formules (8) à (11) s’obtiennent sans pei- 
ne par un Calcul direct. 

La formule (4) nous suggère d’introduire le champ de vecteurs 
symbolique 


d . d . 0 
Varia itsck. 
Le champ rot u sera alors le produit vectoriel V X u du champ V 
par le champ u: 
rou—Vxu, 


la fonction div u, le produit scalaire Vu du champ V par le champ u: 
div u — Vu, 


et le champ grad F, si l’on écrit le facteur scalaire à droite, le produit 
VF de la fonction F par le champ V: 


grad F = VF. 


Ces représentations des opérateurs rot, div et grad par l’opéra- 
teur symbolique V permettent d'écrire les relations (8) à (11) sous 
la forme d une seule identité facile à retenir 


(12) VO(aO y)=VO (a PB)+ VD (a 2 Ë), 


où « et B sont soit des fonctions, soit des champs, © et € deux des 
trois produits possibles (produit par une fonction, produit scalaire et 
produit vectoriel), la flèche L indiquant le facteur soumis à l'ac- 
tion de l'opérateur V. En effet, pour &« = Fet B = G, on retrouve 
visiblement la formule (8), et pour « = F et B = u, les formules 
(9) et (10) selon le produit choisi. Pour &« = u et f = v, et sous ré- 
serve que © soit le produit scalaire et © le produit vectoriel, la 
formule (12) devient 


Vu: v)=Vv (u Nv)+V(u v). 
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Mais en vertu de l’antisymétrie du produit mixte (et la commutati- 
vité du produit scalaire) 


Ÿ 4 4 
Vu: v)= Vuv=vVu=vvu=v(V Xu)=(V *X u)v 
et 


: 4 4 
V(u x v)= Vuv = —uVv = —uVv— —u(V x v). 


Donc, dans ce cas la formule (12) se ramène à la formule (11). 
Remarquons que pour « = uet f = vil reste à traiter deux cas 
dans la formule (12): 


(13) Y (uv) = V (uv) -L V (uv) 
et 
(14) VX = VX v+ VX (u x). 


Pour déchiffrer ces formules, on conviendra pour tout champ de vec- 
teurs a — Ai +Bj + Ck de comprendre par aV l'opérateur a — 
— F agissant sur le champ u =— Pi + Qj + Rk à l’aide de la 
formule 


_ 4 2P 2Q ôR 

Vus A HR +C 
(ce faisant, on renonce à la commutativité du produit scalaire lors- 
qu'il s'agit du vecteur symbolique V). En développant les doubles 


4 î 
produits vectoriels V X (u X v)et V X< (u X v) (à l’aide de la for- 
mule classique ce X (a X b) — (chb)a — (ac)b; cf. formule (19) 
de la leçon 1.22), on trouve que 


Vi: (u > V)=(vV)u— (Vu) v=(vV)a—(divu) v 
et 
V X (u >: M = (Vv)u—{(uV) v =(div v)u— (uV) v. 


Puisque par définition V X (u X v) = rot (u X v), la formule 
(14) devient 


(15) rot (u X v) = (vV)u — (uV) v —<— (div vhu — (div u) v. 


De façon analogue, en appliquant aux champs u X rot v — 
= u X (V X vhet v X rotu = v X (V X u) la formule du dou- 
ble produit vectoriel mise sous la forme ec X (a X b) — a (cb) — 
— (ca) b, on obtient les relations 


u X rot v = Y (uv) — (uV)v 
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et 
vXrotu=V (uv) — (vy) u, 
grâce auxquelles la formule (13) devient 
(16) grad (uv) = u X rot u -— v rot u + (vV) u + (uV) v. 


Il est remarquable, comme l'atteste un calcul direct, que les formu- 
les (15) et (16) sont effectivement valables (de sorte que la formule 
(12) est toujours vraie quand elle a un sens). 

[La complexité des formules (15) et (16) s'explique par le fait 
que les valeurs de l'opérateur rot sur le champ de vecteurs u X v 
et de l'opérateur grad sur la fonction uv n'admettent pas d’interpré- 
tation directe en termes de dérivation extérieure des formes.] 

Exemple 2. Soit a un vecteur constant. Calculons le champ 
grad (ar), où comme toujours r = zi + yi + zk. Il est clair que rot a=— 
= 0 et (rV)a = 0. De plus, un calcul direct montre que rot r —0 
{le champ r est central) et (aV})r = a. Donc, grad (ar) = a. 


+ + + 


En combinant les opérateurs grad, rot et div, on obtient les opé- 
rateurs 


rotograd:F a, divograd:F—+F, 
gradodiv:a—a, rotoerot:a—+a, 
divorot:a—+F. 


On sait déjà que les opérateurs rot < grad et div o rot sont identi- 
quement nuls. [On remarquera que l’opérateur V ramène cette affir- 
mation à celle que le produit vectoriel de deux vecteurs identiques 
est nul: (rot o grad) F= VX VF—=(VX V)F=0 et 
(div orot)u= V(V Xu) = (V X Vju = 0.] 

Le plus intéressant des autres opérateurs est 


div o grad = V:. 


Cet opérateur est désigné par A et porte le nom d’opérateur de Lapla- 
ce (ow laplacien). Il associe à toute fonction F la fonction 


03F o2F o3F 
Fer Ton 


et permet d'écrire les plus importantes équations de physique mathé- 
matique. 

On peut appliquer l'opérateur À aux champs de vecteurs en le 
faisant agir sur chaque composante séparément : si u = Pi + Qj + 
+ Rk, on a par définition 


Au = (AP) i + (AQ) j + (AR) k. 
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Alors 
rot o rot = grad o div — A. 


En effet, d’après la formule du double produit vectoriel, 
rot (rot u) = V X (V X u) = V (Vu) — (VV)u.O 


[Ceci n’est certes pas une démonstration, mais une simple confirma- 
tion euristique. La véritable démonstration qui est laissée au soin 
du lecteur n'est donnée que par un calcul direct à l’aide des formules 
(2), (3) et (5).] 

On pourrait composer d’autres expressions différentielles. Par 
exemple, pour deux fonctions F et G quelconques, est défini le produit 
scalaire de leurs gradients: 


0F 0G 0F 0G 0F 0G 
grad FgradG=- tt 
On le désigne par le symbole A (F, G) et on l'appelle paramètre diffé- 
rentiel mixte de Beltrami des fonctions F et G. En particulier, pour 
F — G, on obtient le carré scalaire du gradient: 


A(F, = (gra re (2) +) +). 


On le désigne par le symbole A,F et on l'appelle premier paramètre 
différentiel de Beltrami de la fonction F (cf. leçon 3). 

Le produit mixte des gradients de trois fonctions s'appelle 
paramètre différentiel de Darbouzx. Ce terme n’est du reste pratique- 
ment pas utilisé aujourd’hui, car ce produit mixte n’est autre que le 
jacobien de l'application définie par les trois fonctions données. 


+ + * 


Les opérateurs d'analyse vectorielle nous permettent de repré- 
senter la formule de Gauss-Ostrogradski (et la formule de Stokes) 
sous une forme commode et concise. 

Soit Z une surface orientée à deux dimensions dans R3 (avec ou 
sans bord). On sait (cf. remarque 2 de la leçon 27) que l'orientation 
de la surface Z est définie par un champ différentiable de vecteurs 
normaux non nuls n = n (#), qui peut être normé. 

Un champ de vecteurs a défini sur un ensemble ouvert W conte- 
nant une surface Z définit sur Z une fonction a, associant à tout 
point WE la projection a, (M) =a(M)n(M) du vecteur 
a (M) sur la direction du vecteur n (M) (qui est appelée composante 
normale du vecteur a (M)). 

Définition 1. L intégrale 


(17) a, do 
© 
26—0964 
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s'appelle flux du champ a à travers la surface Z. (Ici do est l’élé- 
ment d’aire de Z ; cf. exemple 2 de la leçon 24.) 

Signalons que l'intégrale de la formule (17) est une intégrale de 
première espèce (de la densité). 

Si le champ a est le champ de vitesses d’un fluide, le flux (17) 
est égal à la quantité de fluide traversant la surface Z en une unité 
de temps. 

Si la surface Z est élémentaire, pour toute paramétrisation 
r —=r(u,v) compatible avec l'orientation, i.e. telle que les vecteurs 
r, et r, forment une base positivement orientée sur le plan tangent, 
le vecteur normal n est donné par la formule 


n — lu X lp — lu X ro 
lru XrTol  }J/EG—Fà 

(comparer à la leçon 4). D'autre part, de la leçon 3 on sait que l’élé- 

ment daire d’une surface est donné par la formule do = 


= V EG — F'du du. Donc, le flux (17) est justiciable de la formule 


PQ R 
(18) \ an do = ( | (ar,r.) du dv = \ Zu Yu Sulldu dr, 
3 U CU To Ur 2v 


où P,Qet R sont les coordonnées du vecteur a, et U le domaine du 
plan R° sur lequel est définie la paramétrisation r = r (u. v). Pour 
calculer le flux à travers une surface non élémentaire, il faut la par- 
tager en surfaces élémentaires et appliquer la formule (18) à chacune 
d'elles. 

Rappelons maintenant qu’au champ a = Pi + Qj + Rk est 
associée la forme différentielle 


P dy /\\ dz + Q dz A\ dx + R dz/ dy, 
et à cette forme, l'intégrale 
(19) | ( P dy \dz+ Q dz/\dr + R dx dy = 
ZT 
= |( Pdydz+0Qd2 dx +R dx dy 
À 
(cf. formule (13) de la leçon 27). Lorsque la surface Z est élémentaire 


et paramétrée (par une paramétrisation r = r (u, v) définie sur un 
ouvert VU ®R?), en déchiffrant la définition de l'intégrale (19), 
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on trouve immédiatement qu'elle s'exprime par la formule 


5|e Yu Zu Tu Yu 


U Yo Z Ts Vo 


Lu Zu 


—Q +R 


| du du = 
Te 2v 
PQ R 
=\ Ty Uu Zu du du. 
U |z, Vo Zr 
En comparant cette formule à la formule (18), on constate que le 


flux (17) du champ a à travers la surface 3 s'exprime à l'aide de l’inté- 
grale (19): 


(20) | a, do = ( P dy dz+Qdzdz+ R dr dy. 
2 À 


[Cette formule qui a été prouvée pour les surfaces élémentaires est 
valable par additivité pour toutes surfaces.] 

On remarquera que la formule (20) exprime le flux à l'aide d’une 
intégrale de surface de deuxième espèce. 


é à * 


Lorsque la surface est le bord 0D d'un domaine à frontière régu- 
lière, l'intégrale (19) n’est autre que l'intégrale du second membre de 
la formule de Gauss-Ostrogradski (cf. formule (6) de la leçon 27). 
L'intégrant du premier membre de cette formule n'étant autre que 
div a, on voit que la formule de Gauss-Ostrogradski peut être écrite 
sous la forme suivante: 


(21) ( \ \ diva dV= fa, do, 


D 0D 


où dV désigne dz dy dz (et le signe dfexprime que l'intégration est 


étendue à une surface fermée). Textuellement : Le flux d'un champ de 
vecteurs à travers la frontière d'un domaine est égal à l'intégrale de la 
divergence de ce champ étendue à ce domaine. 

Lorsque a — grad F, la composante normale a, = grad F°n 


est désignée par Let s'appelle dérivée de la fonction F suivant La nor- 


male (ou plus brièvement dérivée normale). Comme div a = AF, 
la formule (21) devient alors 


(22) (((arar={$ + do. 
D ôD 


26° 


404 LEÇON 28 


Pour a = F grad G,on a en vertu de la formule (10) 
diva=#F div grad G<+grad F-gradG=F.AG+A(F, G) 


et 
an=F gradG.n=F €. 
Donc 
(23) \ \ \ (F.AG+A(F, G)]dV={ÿr< do. 
D 06D 


Cette formule s'appelle première formule de Green. Pour F = G elle 
se transforme en la formule 


\ [ (PAF + Ar) av = $r do, 


et pour F = 1 en la formule (22). 

En permutant les fonctions F et G dans la formule (23) et en retran 
chant la formule obtenue de la formule initiale, on est conduit à la 
formule 


(24) j \ (-46—6-aP av ff (r 6.) do, 


connue sous le nom de deuxième formule de Green. 


* + + 


Pour le champ de vitesses d'un fluide, l'intégrale de droite de la 
formule (21) est égale à la quantité de fluide sortant du domaine D. 
Si cette quantité est positive, c'est que le domaine D présente des 
sources, si elle est négative, des puits. (Du reste il est commode de 
traiter les puits comme des sources à débit négatif.) L'intégrale ex- 
prime le débit total des sources du champ dans le domaine D. C'est 
pourquoi, en le divisant par le volume de D, on obtient le débit moyen 
de ces sources dans D. 

Fixons un point M, dans le domaine D et considérons une suite 
{D,} de domaines contractiles en M, i.e. tels que M ED, et 
diam D, —+ 0 lorsque nr — oo, où diam D, est le diamètre du 
domaine D,. La limite (si elle existe) 


71 — 00 


où VA est le volume de D, , n'est autre que la densité des sources 
du champ en M,. Or en vertu de la forwule (21), cette limite est éga- 
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le à 


[f( diva dy 
D 
Lin — , 
ne Vn 
donc est égale à la valeur de div a en M,. Par conséquent, la diver- 
gence d'un champ de vecteurs n’est autre que la densité de ses sources: 


[ { an do 


. . D 
diva= lim 2 . 
n— 00 n 


Ceci nous donne une nouvelle définition de la divergence (et en par- 
ticulier si a — grad F une nouvelle définition de l'opérateur de La- 
place AF) qui a l'avantage d'être suggestive physiquement (et qui 
explique pourquoi un champ tel que div a = 0 s'appelle champ sans 
sources). 

Remarque 1. Il est utile de remarquer que cette définition de la 
divergence et de l'opérateur de Laplace est valable aussi pour les 
champs et fonctions non différentiables (voire même discontinues). 
J1 suffit seulement que la limite correspondante existe. 

Nous savons que (cf. exemple 1 ci-dessus) le champ 


(25) a = —— mo 

d'une masse attractive ne possède pas de sources (dans le domaine 
R°X {0} sur lequel il est défini). D’autre part, si S, est une sphère 
de rayon e centrée en 0, alors 


(26) Eos do —mË$ = —28 Edo — nm, 
Se 


g? 
s s, 


(4 


puisque l'intégrale { do est égale à l’aire 4ne° de la sphère S,. Ceci 


S 
exprime que Ja source du champ gravitationnel (25) est située en 0 et 
son débit est proportionnel à la masse. (Le signe moins de la formule 
(26) exprime qu'il s'agit en fait d’un puits.) 

On peut donc dire que les masses attractives sont les sources 
(puits) des champs gravitationnels. 

Remarque 2. En introduisant les potentiels newtoniens d'un corps 
pesant, on démontre que cette déduction est valable pour les champs 
gravitationnels de toute configuration, mais ceci déborde le cadre 
de notre exposé. [Ces problèmes sont étudiés en théorie du 
potentiel qui est exposée dans tout cours d'équations de phy- 
sique mathématique.] 
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L'intégrale de surface figurant dans la formule de Stokes (cf. 
formule (14) de la leçon 27) n’est autre en vertu de la formule géné- 
rale (20) que le flux 


( ( (rot a), do 
D 


de rot a à travers la surface orientée Z. Pour donner une interpréta- 
tion analogue à l'intégrale étendue au bord de la surface, on remar- 
quera tout d'abord que la forme différentielle w — P dx + Q dy + 
+ R dz associée au champ de vecteurs a = Pi + Qj + Rk peut 
être représentée sous forme du produit scalaire a dr, où 


dr = dz-i + dy-iÿ + dz°k, 


et par conséquent, l'intégrale de la forme « le long d’une courbe ar- 
bitraire y peut être mise sous la forme 


(27) \adr. 
Ÿ 
Supposons que la courbe + est fermée. 
Définition 2. L'intégrale (27) le long d’une courbe fermée y 
s'appelle circulation du champ de vecteurs a le long de ". 
Pour souligner que la courbe y est fermée, on désigne l'intégrale 
(27) par le symbole 


(28) & adr. 


Li 


En particulier, la circulation (28) est définie le long du bord 
0% d’une surface orientable arbitraire Z et n’est autre que l'intégra- 
le curviligne figurant dans la formule de Stokes. 

Nous voyons donc que la formule de Stokes pour les intégrales 
de surface dans R$ peut être mise sous la forme suivante: 


(29) ( ( (rot a),, do = & a dr. 
À 


00 


Textuellement : la circulation d'un champ de vecteurs le long du bord 
d'une surface est égale au flux du rotationnel de ce champ à travers cette 


surface. 
Y + + 


Pour rot a il existe une autre formule intégrale qui peut être 
traitée comme une variante de la formule de Gauss-Ostrogradski. 
Supposons comme précédemment que Z est une surface orientée 
dans R3 par le champ de vecteurs unitaires normaux n défini sur 
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elle. Pour tout champ de vecteurs u = Xi + Yi + Zk sur Z défi- 
nissons une intégrale de u sur Z par la formule 


\\ udo=|{ \\ X do)i+{ \\ Y do) j+ (| Zdo)k. 


Cette définition est valable en particulier pour le champ u = n X a, 
où a est un champ de vecteurs arbitraire défini sur un domaine con- 
tenant la surface Z. 


Définition 3. Lorsque la surface Z est fermée (compacte et sans 
bord), l'intégrale 


(30) \ | (n x a) do 
À 
s'appelle circulation du champ de vecteurs a étendue à la surface Z 


et se note 
(Hi) (n X a) do. 
d 


Si la surface Z est élémentaire et r = r (u, v) est une paramétri- 
sation de Z, pour des raisons déjà connues on a 


(31) \ (n .: a) do = ( ( ((r, X r.) X a) du dv, 
É, U 


où U est un ensemble ouvert du plan R° sur lequel est définie la pa- 
ramétrisation r = r (u, v). 


Or 
(ru xr)xa=(ar,)r—(ar)r, = 
= [(Pru + Qyu + Riu) Zo — (P2o + QYo + R2o) Zu] i + 
+ (Pre + Qyu + Riu) Yo — (Pro + QYo + Rio) Yu] j + 
+ (Pr + Qyu + Ris) 20 — (Po + QYo + R2>) zu] k = 


Zu 20 Ty Lo Tu Lo Yu Yo 
_ _ :+(P _ 
(R Tu Te o Yu Yo )i+( Yu Vo R Zu 20 Ji+ 
Vu Yo Zu Zc 
+(o Zu 20l Tu % }x 
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et 
{ Rdzdr—Qäzdy= [| (r . k _Q k : ) au do 
Z U u U . (74 © 
ji Paxdy—Rdyas= [{ (P N n _R M A ) du de 
[{odvas-paraz= (((0 2" A — P = h ) cu de 


À U 
Donc 


[Ü(m:a)do=((( Razdr—Quzdy)i+ 
2 à 


+ ( Pdrdy—Rdydz) j+ | | ( Qdydz— Pd:dr)k. 
2 2 


Cette formule est valable par additivité pour une surface (non 
élémentaire) arbitraire Z. 

Mais si Z — 0D, où D est un domaine à frontière régulière, la 
formule de Gauss-Ostrogradski nous donne 


É$ Ras dr—Qazay = ( { ( Gale 


TP dzdy—Rd dy. 
ES pésayrapre [{f (22) 
FS Qdyds— pds dr: || (5) av. 
0D D 
Comme 
a Ji (Se) (Er) 


ceci prouve que La circulation d'un champ de vecteurs le long de la fron- 
tière 0OD d'un domaine D est égale à l'intégrale du rotationnel de 
ce champ étendue à D: 


(32) {T(nx a) do= | ( rot a dV. 
üD D 


[11 s'ensuit en particulier que le rotationnel d’un champ de vec- 
teurs peut être traité comme la densité de la circulation de ce champ 
(ceci nous donne en particulier une nouvelle définition du rotationnel 
qui est valable pour les champs non différentiables).] 
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La formule (32) est un cas particulier d’une formule générale. 
dont la démonstration est, comme il arrive souvent, bien plus cour- 
te que celle de son cas particulier (32). 

Soit o une application linéaire de R3 soit dans l’espace des fonc- 
tions F, soit dans l’espace des champs de vecteurs «a. (La linéari- 
té exprime que pour tout vecteur r — xi + yj + zk de l’espace R* 
on a l'égalité œ (r) = zœ (i) + y (j) + zp (k). Associons à l’appli- 
cation œ une fonction (ou un champ) œ (V) définie par la formule 


AV) = p (+ pi) + P (K). 


Si par exemple œ (r) = rF (le produit du vecteur r par une fonction 
F,on a 

0F . 0F . 0F 
et si o (r) = ra ou q (r) = r X a, où a est un champ, on a respecti- 
vement 


p (V) = Va = diva et @(V) = V X a = rot a. 
Supposons pour fixer les idées que @:R$—+F. Alors  (V) = 


= diva, où a = œ (i) i + œ (ÿ) ji + œ (k) k, et donc en vertu de- 
la formule de Gauss-Ostrogradski (20), pour tout domaine D on aura 


1 p(V) dV = Ÿ a, do. 


0D 
Mais si n = cos ai + cos f-j + cos y-k, alors 
a, = an = ® (i) cos &« + œ (ji) cos B + op (k) cos y — 

= (cos ii + cos B-j + Cos - k) = p (n} 


et donc 


(33) 1 ( g (V) dv = €Ÿ q{n) do. 


D oD 


Si :R3—+ a, en appliquant la formule (33) à chaque compo- 
sante de l’application æ, on trouve immédiatement que cette formule 
est valable dans ce cas aussi. 

La formule (33) s'appelle formule généralisée de Gauss-Ostro- 
gradski. 

Pour œ (r) = ra elle se transforme en la formule (20), et pour: 
o (r) = r X a, en la formule (32). 
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Périodes des formes différentielles. — Simplexes, chaînes, cycles et 
et frontières singuliers. — Théorème de Stokes pour intégrales le 
long de chaînes. — Groupes d’homologie singulière. — Théorème 
de de Rham. — Groupes de cohomologie d’un complexe de chaînes. — 
Groupes de cohomologie singulière. 


L'application du théorème de Stokes au calcul des groupes de co- 
homologie H".7 d'une variété séparée différentiable 2’ (pas forcé- 
ment sans bord) est basée sur le fait que pour toute forme différentiel- 
le fermée w E Q"Z2" et toute sous-variété % € Z' orientée fermée 
{i.e. compacte et sans bord) à m dimensions, l'intégrale 


(1) Iglel= | v 
K 1 


dépend uniquement de la classe de cohomologie [w] € HZ de cette 
forme (puisque, si w est exacte, cette intégrale est nulle d’après la 
formule (4) de la leçon 27). Donc, la formule (1) définit de façon 
unique une application (visiblement linéaire) 


(2) Ty: HT +R, [wo] Zg[o|], 


du groupe "2 dans 2 (i.e. une fonctionnelle linéaire sur 4") 

Le nombre {+ [w] s'appelle période de la forme w (ou de la classe 
de cohomologie [w]) sur la sous-variété %. 

I] est évident que si pour la classe de cohomologie [w] il existe 
une sous-variété % telle que 74 [w] 0, alors [wo] 0. Il se 
trouve que la réciproque — qui est un théorème très difficile! — 
æst vraie aussi : si [wo] 0, il existe une sous-variété y € L telle que 
Ig lo] #0. 

La difficulté de ce théorème s’explique par le fait qu’en construi- 
sant la sous-variété % à l’aide de la forme w il est très difficile de 
remplir toutes les conditions auxquelles doit satisfaire cette sous- 
variété (par exemple l'absence de self-intersections). Il est clair à 
priori que la démonstration devient plus simple si l’on affaiblit 
<es conditions, i.e. si l’on élargit la classe des sous-variétés % (ou, 
plus exactement, des fonctionnelles (2)). 

La première idée qui vient en tête est de remplacer les sous-varié- 
tés % par des sous-variétés singulières fermées, i.e. par des applica- 
tions différentiables de la forme y : Z — 2’, où Z est une variété 
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orientée compacte sans bord à m dimensions. L’autre idée consiste à 
envisager des combinaisons linéaires arbitraires de fonctionnelles (2). 
La collation de ces deux idées nous conduit à des fonctionnelles de 
la forme 


N 
Wie 3 a lo, I01EA"Z, 


où y; sont des applications différentiables de la forme Z, —+ &’, et 
a; des nombres réels quelconques (les variétés Z, étant fermées). 
Du reste il nous sera commode pour des raisons techniques évidentes 
d'introduire des combinaisons linéaires formelles de la forme 

N 


(3) y= > a: 
i=1 


et de convenir que 


jo= 2x a | 0. 


On pourrait s'attendre que pour la classe de cohomologie [w] 0 
il soit plus facile de construire une combinaison linéaire y telle que 


( w 0 que de trouver une sous-variété # telle que o Æ0. 


Ÿ Y 
(Une fois que la combinaison y est trouvée, on peut au besoin envi- 
sager de chercher %#.) 

Cette attente est en fait justifiée mais malheureusement pas dans 
la mesure voulue, car le problème reste encore assez compliqué. 
D'où la nécessité d’une nouvelle idée. 

Cette idée fut proposée au début du siècle par l’illustre mathé- 
maticien français H. Poincaré et jeta les bases de la topologie alge- 
brique moderne. 

Poincaré proposa de considérer des combinaisons linéaires (3) 
de variétés singulières à m dimensions y;: ŸZ; + Z pour lesquelles 
les variétés Z;,, supposées comme précédemment compactes (pour 
que toutes les intégrales existent), puissent avoir un bord. La fron- 
tière d’une telle combinaison linéaire y est définie par la formule 


N 
dy = 2 a; dY:; 


où, rappelons-le, dy; — y; l13,. (I est évident que si toutes les 
variétés Z; sont fermées, alors dy — 0, mais l'égalité 0y = 0 peut 
aussi avoir lieu lorsque les variétés Z, sont à bord.) Il est clair par 
linéarité que la formule de Stokes reste valable dans ce cas aussi, i.e. 
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pour toute forme w de degré m — 1 sur Zona 


(4) | do = \ @. 


Ÿ ëy 
Donc, si dy—0, la formule 


lslo]= (0, (]EH"?, 
Ÿ 
définit de façon unique une fonctionnelle linéaire 


I, : HT —R, 


et le théorème exprime que pour toute classe de cohomologie [wo] 0, 
il existe une combinaison linéaire (3) (avec dy —0) telle que 
I, lo] #0. 

Il s'avère que sous cette forme le théorème se prouve assez aisé- 
ment, car il est facile de trouver les variétés singulières correspondan- 
tes V;: Z; —>— L' dans une classe de variétés élémentaires telles que 
les variétés Z; soient difféomorphes à une boule. [Ceci s'explique 
bien au niveau de l'intuition: chaque variété Z; peut être découpée 
en parties élémentaires difféomorphes à une boule. et l'intégrale 
d’une forme quelconque étendue à Z, est égale à la somme des inté- 
grales étendues à ces parties.] Or s’il en va ainsi, on peut faire le pas 
suivant proposé aussi par Poincaré et n’envisager dès le départ que 
des variétés singulières Z —+ Z' pour lesquelles la variété Z est 
une boule. Les constructions correspondantes n’impliquent que des 
intégrations sur des boules, donc on peut les effectuer à un niveau 
élémentaire sans faire intervenir la théorie générale d'intégration sur 
des variétés. 

Ceci étant, il est commode d'introduire, à la place des boules des 
cubes ou des simplexes (ni le cube ni le simplexe ne sont de toute évi- 
dence des variétés à bord, mais les points anguleux forment un en- 
semble négligeable et sont sans effet sur les intégrales). Nous choisi- 
rons — surtout par tradition — des simplexes (bien que de toute 
évidence la réduction des intégrales multiples à des intégrales itérées 
soit plus simple à réaliser pour les cubes). 


+ + * 


Définition 1. On appelle simplexe standard A" à m dimensions 
un sous-ensemble de l’espace R”"*! composé des points t = (£,, 
l,, - .-., tm) pour lesquels 

0Sto Li, 0 LA, ..., OKtn Li 
et 
lo th... im = 1. 
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ÎC'est un simplexe euclidien au sens de la leçon 21 à sommets aux 
extrémités des vecteurs unitaires e,, e,, ..., eM de la base canoni- 
que de l'espace R”*.] 

Pour 0<i<m (m >> 0) est définie l'application 


6, : Ami + A, 
(Los Li, ... m-1) an (Los li, ... Lis 0, L;, 7 tm-1) 


dont l’image (appelée généralement i-ième face du simplexe A") est 
composée de tous les points t € A” tels que ft; = 0 


N 


Simplexe standard A! Simplexe standard A° 


Me Me 2 


M=S 
Simplexes standards projetés sur R7 


Chaque point du simplexe A’ est défini de façon unique par ses 


coordonnées t,, . . .; {m» Ce qui permet d'identifier A7 au sous-en- 
semble de l’espace R”" composé des points t = (f,, ..., {,) tels 
que 


0OSh<i, ..., 0Lt,<1 


et 
0< 4 + ° +im < 1 
(i.e. avec le simplexe de l’espace R” de sommets 0, e,, ..., e). 
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On dit qu'une application X > Z' d'un ensemble AC R?7 
dans une variété différentiable Z’ est différentiable si elle est la res- 
triction à Æ d'une application différentiable U — 2°, où U est un 
sous-ensemble ouvert de l’espace R”" contenant X. 

On peut en particulier parler des applications différentiables de 
A" dans Z. 

Définition 2. On appelle simplexe singulier à m dimensions d'une 
variété différentiable 7’ une application différentiable © : A7 —- 
— 4’. L'application (différentiable aussi de toute évidence) 


Cod: AI TL 


est sa i-ième face 0,0, 0O<i<m. L'ensemble de tous les simplexes 
singuliers à m dimensions de la variété 2” sera désigné par le symbole 
S A 

Définition 3. On appelle chaîne singulière à m dimensions d'une 
variété Ÿ' sur un groupe G (ou à coefficients dans G) une combinaison 
linéaire formelle finie 


(9) Y = >» doO, as EG, 
0€, Ÿ 


de complexes singuliers 6 € SZ à coefficients dans le groupe G. 
(La finitude de la somme (5) exprime que seul un nombre fini de coef- 
ficients a, sont non nuls.) Ces chaînes forment un groupe par rapport 
à l’addition que nous désignerons par C,, (Z'; G). Pour G = Z ce 
n’est autre que le groupe abélien libre” engendré par l’ensemble 
ST, et pour G = R, un espace vectoriel de base S,,Z'. 

On étudiera aussi les combinaisons linéaires (5) infinies 
jouissant de la propriété suivante (appelée propriété de finitude lo- 
cale; cf. définition 1 de la leçon 22): pour tout point p €.“ — donc 
pour tout ensemble compact CE 9° — il existe un voisinage U 
de p (de C) tel que l’ensemble des simplexes singuliers « € S,2, 
pour lesquels on a simultanément a; 0 et o (A) NT D, 
est fini. De telles combinaisons linéaires seront appelées chaines 
infinies. Elles forment un groupe Ci (2°; G) dont C, (2°; G) 
est un sous-groupe. 

Il est clair que l'égalité C, (T : G) = CM (L'; G) a lieu si et seu- 
lement si la variété © est compacte. 

Pour tout m>1 définissons les applications homomorphes 


0:Cm(T ; G)+Cma(T : G) 
et 

0: CNT: GC) CZ: G) 
en admettant que pour toute chaîne (5) finie (ou resp. infinie) 
(6) dy = S a,60. 


dd 
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où 
00 = > (—1)d,0, 
l.e. 


dy = ÿ D (—1)! ce) T, 
EST \i=0 0€S,4, 
dy0==t 

où la sommation intérieure est étendue à tous les simplexes © € S,2” 
tels que 4,6 = + (l’ensemble des simplexes tels que a, 0 est fi- 
ni — même si la chaîne y est infinie — et par suite, cette somme à 
un sens). 

Définition 4. La chaîne dy s'appelle frontière de la chaîne +. 
Les chaînes telles que dy = 0 s'appellent cycles 


x + + 


Pour toute forme différentielle w de degré m sur une variété 4” 
et tout simplexe singulier o : A” — Z’ est définie sur A” (plus exac- 
tement sur un ensemble ouvert U= A”) la forme o*w. En coordon- 
nées dj, + + «» Îm Cette forme s'écrit 


o*o —_— w dt, A CA ./\ dés 


où w = w (t) est une fonction différentiable. Posons par définition 


(7) (o=\ .. | w (bat. 


En d'autres termes, 


1 #1 m 
(8) (o= (ar, (a, .. | wit)ds,, 
o 0 0 0 
OÙ S1 = 1 — Li, - . . Sm = 1 — ti —. _—!mn 


Définissons par additivité l'intégrale de w le Jong d’une chaîne 
y à m dimensions à coefficients dans R : si y = Ÿ ao, alors 


(9) (o= D as | ©. 


Y 0€S,, À 0 


Ceci étant, si la chaîne y est infinie, pour que la somme (9) ait un 
sens (soit finie), il faut exiger que la forme « soit à support borne. 

Théorème 1 (théorème de Stokes pour intégrales le long de chaï- 
nes). Pour toute chaîne singulière y à m dimensions d'une variété dif- 
jérentiable © à coefficients dans R et toute forme différentielle w de 
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degré m — 1 (à support borné si y est infinie), on a l'égalité 


(10) | du= | 0. 


Ÿ av 


[Cette égalité est certes un cas particulier de l'égalité générale 
(4), mais nous en donnons ici une démonstration directe basée sur 
les seules formules (6), (7) et (9).] 

Démonstration. Des formules (6) et (9) il s'ensuit immeé- 
diatement qu'il suffit de prouver l'égalité (10) dans le cas où la 
Chaîne + est un simplexe o. Ceci étant, sans perdre en généralité on 
peut admettre que la forme o*w s'écrit 


oo = w dt À... A dés À. - A dtms 


où 0Sk<m (et le signe indique comme toujours que le facteur 
chapeauté doit être omis), donc que la forme o* (dw) = d (0*w) 
s'écrit 


6% (du) = (—1)*-1 à dé A... Adtm: 


Alors 
fon f... [eo at 
{- 
= (—1)-1 \ .… \( {2 an, tan, 
SOS 


où t=t+...+t,+ Timo din = dt, …. dt, …. dt, et AR) 
est le simplexe A1 dans l’espace R””! muni des coordonnées 


Lis t,, ...s Êm. Puisque 


Pôw sit 
. —dit,=10 = WD|,, 1 —W|s,— 
\ k k t,=0 ln 1-1 Lex (LE 


où w|,,-, est la restriction de la fonction w à l’hyperplan &, =r 


(traitée comme une fonction de £,, ..., tu, ..., tm), Ceci prouve 
que 
111) \ do= (— 1)*-: N ( (went -r— 01,20) dttuye 

0 i 


3h) 
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Par ailleurs, puisque t,°0,=0 (et donc que 6f(dt,)=0), il 
s'ensuit que (0,0)* w = 6? (o*w) =0 pour i=Æ0, k et, par suite, 


(u= (o+(—1} 0. 


ëc 800 CE 
Dans le même temps, comme 
ty Si i<k, 
ti 6, =4 0 si ik, 
tin Si, 


où au premier membre f{,, ..., {m sont des coordonnées dans R7 
et au second membre f,, ..., t_,, des coordonnées dans R””!, il 
vient 


(d,0)* w = 6f (o*ow) = (uw 0 x) dt, À... A dtm-us 
où 
(w Ô:) (és 1 tn-1) = U° (ti ... lh-19 0, ho ….) ta) 


( = | .. ETC does toys Os ls ces tm) dti ce dim 


0LO am=1 


En désignant les variables {,, ..., {m1 Par fps» .., ln. On peut 
mettre cette intégrale sous la forme suivante: 


( &O — ( .. (Li1,=0) dtx)- 
ô 
a° AR) 
De façon analogue, puisque t;o00,=t; 1, i—=1. ..., m, où t,— 
=1—1—...—t,,, on a 


( o= | ee fonts de bn) dti 2. dému 


JT am-1 


En faisant le changement de variables 


t=1—t—...—1,, lt, =t,. 


lo =t, t=t!, 
ti — Lp2 tp =th-1, 
hit = th, tnt — tn. — tm 
TR+2 = lh+r tn= ty, 
tm = Ém-1 Lm1 = tm 


27-0964 
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(dont le jacobien est égal à (—1)"-!) et en éliminant les accents, on 
trouve que 


( o=(— 1 | .. ( (UPS ENLUTSE 


"e HSE 
Donc, 
(12) ( o =(—1)*" ( ... \ (W pit —W|1,=0) du). 
06 1 


8) 
La collation des formules (11) et (12) prouve le théorème. CO 
Du théorème 1 il résulte que pour tout cycle y l'intégrale 


[,o = \ (A) 
Y 


de la forme fermée w le long de y dépend seulement de la classe de 
cohomologie [w] € H"Z' de cette forme, i.e. la formule 


(43) llo1= | w 
V 
définit de façon unique un homomorphisme (une fonctionnelle linéai- 
re) 
(14) I,: HT 3. 
De façon analogue pour tout cycle y infini, la même formule (14) 


envisagée avec une forme w à support borné définit de façon unique 
une fonctionnelle linéaire 


(15) J,: Hi. T +R. 
Dans les deux cas le nombre /, [w] s'appelle période de la forme « 
(ou de la classe de cohomologie {w]) suivant le cycle ». 


++ * 


Etudions maintenant la dépendance de la fonctionnelle 7, par 
rapport au cycle y. Pour cela il nous faut développer préalablement 
l'appareil algébrique correspondant. 

Lemme 1. Si 0<Si<j<m, alors 


(16) 00,6 = d-10:0 

pour tout simplexe singulier o à m dimensions de la variété 4. 
Démonstration. Puisque 0,0,0 = oc6;°6;et d,_,0,0 — 

= Goû,;cô;, il suffit de prouver que 


Ô;° Ô; — Ôyo 0), OLi<ji< m. 
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Mais par définition l’action de l'application 6, consiste à mettre un 
zéro à la i-ième place dans le vecteur t = ({,, ..., t). Puisque 
après cette opération le numéro j >> à aura la place qu’occupait le nu- 
méro j — 1, l'application 6; © ô;_, mettra un zéro à la i-ième et à la 
j-ième place. D’autre part, apres l’action de l’application 6;, toutes 
les places de numéros inférieurs à j garderont le leur et donc l’appli- 
cation Ô;° 6; mettra aussi un zéro à la i-ième et à la j-ième place. Par 
conséquent, Ô; o ô, = ôe 0j 

Proposition 1. Pour toute chaîne ÿ à m dimensions (m>2) d’une 
variété Z' sur un groupe G on a l'égalité 


(17) 80y = 0. 


Démonstration. (Comparer avec la démonstration de la 
proposition 1 de la leçon 21.) Il suffit de toute évidence de prouver 
l'égalité (17) pour le cas où la chaîne y est un simplexe singulier 
CE SmZ. Or, pour tout simplexe © la chaîne 006 est visiblement la 
somme de chaînes de la forme ( — 1)*/0,9,0, où 0O<Si<m — 1 
et 0ZSj<m. D'autre part, en vertu du lemme 1, si i<<j, on a 
0:06 = d,_:0;0. Donc, pour tout couple (i, j) tel que i  j, on aura 
deux termes égaux dans la chaîne 006, l’un de signe ( — 1)'*?, l’au- 
tre de signe opposé ( — 1)/-!+i, Donc, les termes de la chaîne 000 
se détruisent tous deux à deux. 

La proposition À exprime que pour tout m>1 le groupe de fron- 
tières B, (TZ; G) (l’image de l’homomorphisme d:C4, (2; G) — 
— Cm (L'; G)) est contenu dans le groupe de cycles Z,, (2; G) (le 
noyau de l’homomorphisme 4:C, (Z'; G)— Cm1 (2; G)), et de 
façon analogue, le groupe de frontières infinies Bit (Z'; G) (l'image de 
l'homomorphisme d:Cint (2; G)— Ci (L'; G)) est contenu dans 
le groupe de cycles infinis Zinf (% ; G) (le noyau de l’homomorphisme 
2:CM(Z;G) — Ci, (L'; G)). Donc, sont définis les groupes quo- 
tients 


HT; Gh=Zn(T; GY/Bh(T ; G) 
et 
HIT: Gy=2M (TZ; GB (T ; O), 


appelés m-ième groupe d'homologie singulière (resp. d'homologie infi- 
nie singulière) de la variété Z à coefficients dans le groupe G (ou sur 
le groupe G). 

Remarque 1. Les groupes d'homologie s’appellent aussi groupes 
d'homologie à supports compacts, et les groupes d’homologie infinie, 
groupes d'homologie à supports arbitraires. 

Remarque 2. Cette construction s’étend intégralement à tout espa- 
ce topologique Z' (à ceci près qu'il faut remplacer la différentiabili- 
té par la continuité dans la définition d’un simplexe singulier). 
Pour une variété différentiable, outre les groupes d’homologie défi- 


27% 
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nis ci-dessus (qui sont dits basés sur des simplexes singuliers diffé- 
rentiables) il apparaît ipso facto des groupes d'homologie topologiques 
(basés sur des simplexes singuliers continus quelconques). On démontre 
cependant par une construction un peu laborieuse mais d’un principe 
élémentaire que les seconds groupes s'appliquent naturellement sur les 
premiers par un isomorphisme. 

Les éléments des groupes d’homologie (les classes des groupes de 
cycles suivant les groupes de frontières) s'appellent classes d'homolo- 
gie et deux cycles d’une même classe d’'homologie (i.e. différant par 
leur frontière) seront dits homologues. Respectivement, les frontières 
seront appelées cycles homologues à 0. 


* + * 


Supposons maintenant que le groupe G est de nouveau le 
corps KR. 
On sait que pour un cycle y et une forme fermée «w l'intégrale 


\o 
V 
dépend de la seule classe de cohomologie x — [w] de la forme «w. 


Du théorème 1 il résulte maintenant que cette intégrale dépend aus- 
si de la seule classe & d’homologie du cycle y (car 


| © — \ do = 0 
ép B 
pour toute chaîne B). Donc, la formule 
(18) ë, »=(u 
v 


définit de façon unique un couplage (cf. leçon II.4) des espaces 
vectoriels 1, (Z'; R) et H"Z' (ainsi que des espaces vectoriels 
HR (L'R) et Hir.2). 

On rappelle (ibidem) qu'un couplage d'espaces vectoriels 7° et %° 
est dit non dégénéré si pour tout vecteur & € 7 non nul, il existe un 
vecteur (automatiquement non nul)x € Y'’ tel que (ë, x) 0 
et réciproquement. 

Théorème 2. Pour toute variété Z' orientée, paracompacte et séparée, 
les deux couplages (18) (de H,, (T'; Rhet HZ d'une part, et de 
HN (T ; Rjet H55. © d'autre part) sont non dégénérés. 

Discutons ce théorème en détail. (Nous glisserons sur la démons- 
tration.) 

Pour chaque couplage des espaces vectoriels 7° et %#° (sur un corps 
K) et tout vecteur & € 7° la formule 


x = (Ex), xEW, 
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définit une fonctionnelle linéaire 7: : #° —+ K, i.e. un vecteur de 
l’espace dual #°” — Hom (#°, K). La non-dégénérescence en x du 
couplage exprime que pour tout élément x € #° non nul il existe un 
élément & € 7 tel que J:x 0. 

De façon analogue, pour tout élément x € %° la formule J,ë — 
— (&, x) définit une fonctionnelle Z, : 7° —+ K, et la non-dégéné- 
rescence en & du couplage exprime que pour tout élément & € 7° non 
nul, il existe un élément x € #° tel que J,E 0. 

Pour le couplage (18) la fonctionnelle 7; est exactement la fonc- 
tionnelle 7, (où y est un cycle tel que ë = [y]). Donc, le théorème 2 
affirme que pour toute forme «w fermée non cohomologue à 0 il existe 
un cycle y (visiblement non homologue à 0) tel que 7,06 =£0. C'est 
exactement l’assertion par la discussion de laquelle nous avons en- 
tamé cette leçon. 

Mais le théorème 2 affirme aussi que, réciproquement, pour tout 
cycle y non homologue à 0, il existe une forme fermée w (visiblement 
non cohomologue à 0) telle que Z,y 0 (et donc Z,w = 0). 

Le théorème 2 affirme par ailleurs que les formes à support borné 
et les chaînes infinies sont justiciables des mêmes assertions. 
[Avertissement. Contrairement à ce qu’on pourrait penser, 
ces deux parties du théorème ne se ramènent pas directement l’une 
à l’autre car une forme à support borné, finiment non cohomologue 
à zéro, peut être néanmoins cohomologue à zéro, et de façon analogue, 
une chaîne finie non homologue à zéro peut être la frontière d'une 
chaïne infinie.] 

Les correspondances & > 7; et x ++ 1, définissent de toute évi- 
dence des homomorphismes 


(19) Fw" & WT 


des espaces vectoriels 7 et %° dans les espaces duaux #°” et 7”. 
Ceci étant, dire que le couplage est non dégénéré revient à dire que 
les homomorphismes (19) sont des monomorphismes. 

S'agissant des espaces finidimensionnels 7 et #°, on sait (propo- 
sition 4 de la leçon 11.4) que pour un couplage non dégénéré, les ap- 
plications (19) sont même des isomorphismes. Pour les espaces infi- 
nidimensionnels, ce n’est généralement pas le cas et il est même pos- 
sible que l’une de ces applications soit un isomorphisme et l’autre 
non. 
Exemple 1. Soient S un ensemble infini, 7 l’espace vectoriel des 
sommes finies formelles ë = D ao, où o€sS, a EK,et #° l’espa- 
ce vectoriel des fonctions x : S — K. La formule 


&, x)= 2 ax (0) 


0€S 
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définit alors de façon unique un couplage (visiblement, non dégénéré) 
de 7” et #°. Ce couplage est tel que chaque fonctionnelle 


1, (x)= D ax (0) 
cES 


est telle que Z:x =£ 0 pour les seuls éléments x € #° d’un sous-espace 
finidimensionnel de l’espace #° (composé des fonctions x non nulles 
sur les seuls éléments o € S pour lesquels a, 0). Donc, l'application 
ë++ x de Ÿ dans #” n'est visiblement pas un épimorphisme. 
Au contraire, l'application x -—> 7, de #° dans 7 ’ est un isomorphis- 
me, puisque toute fonctionnelle o : 7° — K peut être représentée sous 
la forme J;, x € #° (il suffit de poser x (o) = @ (0) pour tout o € S). 

Par conséquent, le théorème suivant précise le théorème 2 : 

Théorème 3. Pour toute variété séparée paracompacte 4° les homo- 
morphismes 


(20) HT + H,(L: R), x — 1x, 
et 
(21) UT; R)— (HET), Er la, 


où I; et I; sont des fonctionnelles H,(T; R +R et HT —+R, 
définies par les formules 


Hé=\o, x=lo], E=1, 
ei ° 


Rx=(o, x=lolr, E={v", 
sont des isomorphismes. 
[Au contraire, les applications « duales » 


Hn(T: R) (HT) et Hi. D HAUT; R)' 


ne sont généralement pas des isomorphismes.] 

Le théorème 3 (combiné au théorème 2) est connu sous le nom de 
théorème de de Rham (qui le premier l’a prouvé pour 
les variétés compactes). 

L'isomorphisme (20) ramène le calcul du groupe H" Z à celui 
des groupes H,, (Z';R)’, calcul pour lequel des méthodes spéciales, 
en principe suffisamment efficaces, ont été élaborées en topologie al- 
gébrique. 

+ * 


La construction des groupes d’'homologie 4,,(2';G) et Hinf(Z ; G) 
se fait en deux étapes: la construction des groupes de chaînes 
Cn(T;G)et Cint(Z'; G) avec les homomorphismes à (première éta- 
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pe) et la construction des groupes d'homologie à l’aide des premiers 
(deuxième étape). 
Définition 5. La famille 


CCC... + Cri Cm 
de groupes et d'homomorphismes s'appelle complexe de chaines si 


00y = 0 
pour tout élément y € C,, m > 1. Les éléments du groupe C,, s’ap- 
pellent chaînes à m dimensions; l’homomorphisme 0, opérateur bord; 
les chaînes y telles que dy = 0, i.e. appartenant au noyau 


ZhC. = Ker (9 : Cm —}> Cm-1) 


de l’homomorphisme 4 : Cm —Cm-1 cycles (pour m = 0 on convient 
que Z,C. = Ci); les chaînes de la forme 07, i.e. appartenant à l'ima- 
ge 

B,C,=1Im(08:Cns + Cm) 


de l’homomorphisme d:C,n41 — Cm frontières (ou cycles homologues 
à zéro); le groupe quotient 


H}C. — Zn (C.)/B (C.) 


m-ième groupe d'homologie du complexe C. ; ses éléments classes d'ho- 
mologie à m dimensions, et les cycles d’une même classe d'homologie, 
i.e. différant par leur frontière, cycles homologues. 

Les groupes H, (©; G) sont donc les groupes d’'homologie 
HhC.({'; G) du complexe 


C.(T; G) = {Cn(Z; G); 9}, 
et les groupes HiM(Z'; G), groupes d'homologie du complexe 
CT; G)={Cn (T3 G); 6}. 
Lorsque le complexe de chaînes C, = {C,; 94} est composé d’es- 


paces vectoriels sur le corps K, on peut construire pour tout m > 0 
l’espace vectoriel dual 


CM = (Cm) = Hom(C,; K). 


En mathématique moderne le passage au cas dual est tradition- 
nellement signalé par le préfixe « co » (exemple: vecteur et covec- 
teur). Par conséquent, les éléments de l’espace C” s'appellent 
cochaînes à m dimensions du complexe de chaînes C.. 

Pour toute cochaîne c € C", la formule 


(ôc) (v) = c (dy), Y E Cm 
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définit une cochaîne ôc et puisque 
(66c) (v) — c (99y) = 0 
pour toute chaîne y E C++ on a 6ôc = 0 pour toute cochaîne 


c EC". Par définition (cf. définition 4 de la leçon 20) cela signifie 
que la famille C* = {C"; 0} de groupes et d'homomorphismes est un 
complexe de cochaînes. 

Les cocycles c € C"(C°) de ce complexe sont caractérisés par la 


relation 
(ôc) (y) = c(d) =0, EC», 


i.e. par le fait qu'ils sont nuls sur le sous-groupe des frontières 
BC. Cm Par définition (cf. leçon II.4) ceci signifie que 


Z"C° = Ann BC. 


(les cocycles forment l’'annulateur du groupe des frontières). De façon 
analogue, si dy = 0, alors (ôe) (y) = e (6y) = 0 pour toute cochaîne 
e, et inversement, si c (y) — 0 lorsque 6ÿ = 0, la formule e (dy) = 
= c(y) définit de façon unique une fonctionnelle linéaire e : B,,_1C. — 
— * telle qu’en la prolongeant arbitrairement — en préservant sa 
linéarité — à l'espace C,,_ tout entier, on obtient une cochaîne 
e:Cm-1 + "*< telle que (ôe) (y) = e (dy) = c (y), i.e. telle que 
ôêe = c. Ceci prouve que 


B"C° = Ann Z,,C 


(les cobords forment l’annulateur du groupe des cycles). 

La prolongeabilité de la fonctionnelle e du sous-espace B,-,C° à l'espace 
Cm-1 tout entier est un fait général : pour tout sous-espace S d'un espace vecto- 
riel 7° quelconque — voire même infinidimensionnel — chaque fonctionnelle 
linéaire e: P —+ K se prolonge à Ÿ°. Pour le prouver, il suffit de considérer 


l'espace complémentaire 4 de P, dont l'existence a été établie à la leçon 22 
à la suite de la remarque 3, et de se donner une fonctionnelle arbitraire e sur @. 


Pour les groupes de cohomologie H" (C°) du complexe C* il en 
résulte que pour toute classe de cohomologie x € H”C”, la formule 


(# x) (E) =C (y); 2: H}C., 


où cest un cocycle arbitraire de la classe de cohomologie x, et y 
un cycle arbitraire de la classe d’'homologie &, définit de façon uni- 
que une fonctionnelle 
#H#x: H,C.—<K, 
et l'application 
tt : AMC —+ (H,C), x Hx, 

obtenue est un isomorphisme. [La monomorphie de cette application 
résulte de l'égalité B"C° = Ann Z,C., quant à l’épimorphie, elle 
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est assurée par la possibilité de prolonger toute fonctionnelle linéai- 
re ZmC. — * à l’espace C,, tout entier.] Donc, pour tout complexe de 
chaines C. composé d'espaces vectoriels et tout m> 0 on a l’isomorphisme 


+ : HMC° —+ (HhC.)'. 


Le calcul des groupes de cohomologie se ramène ainsi à celui des grou- 
pes d’homologie. 


*X + + 


Pour le complexe €. = C.(Z'; K) des chaînes singulières de la 
variété différentiable Z sur le corps X le complexe de cochaînes C”° 
est désigné par le symbole C° (Z'; K). Puisque pour tout m> 0 
l’ensemble S,,2 est une base de l’espace C (TZ ; K) et que les fonc- 
tionnelles linéaires sur un espace vectoriel arbitraire s’identifient 
de façon naturelle aux fonctions à valeurs dans K définies sur sa ba- 
se, la composante C7" (®; K) = Ch (2; “) du complexe 
C' (Z'; X) s'identifie pour tout m => 0 à l’espace vectoriel des fonc- 
tions SZ —> K. Ceci permet en particulier de définir le groupe 
C"(Z'; G) pour un groupe G arbitraire. Par définition, les 
éléments de ce groupe, qui sont appelés cochaînes singulières à m 
dimensions de la variété sur le groupe G, sont des fonctions c à va- 
leurs dans G définies sur l’ensemble S,,2° des simplexes singuliers à 
m dimensions de la variété 2’. L'opérateur cobord 6 est défini par la 
formule 


(Ge) (9) = À (— 1) (Go) 


qui détaille la formule (ôc) (o) = c (Gc). 

Cocycles, cobords et classes de cohomologie du complexe 
C° (T'; G) s'appellent cocycles, cobords et classes de cohomclogie singu- 
liers de la variété 2’, et les groupes respectifs sont désignés par 
Z" (TZ; G), B(Z'; G) et H"(L'; G). D'après le résultat général 
prouvé plus haut, pour tout corps K on a l'isomorphisme 


(22) H" (LT: NH: K). 


Lorsque K—=R, chaque forme WE Q"Z définit à l’aide de la 
formule 


w (= | v, YECm(Z'; R), 


n 
une cochaîne HEC" (Z ; R), et de plus 
(23) du = 6w. 
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{En effet 


du (v)2= | du = À w = (6y) = (Eu) (y) 
Ÿ ôv 
pour toute chaîne y € C, (2'; R).] De la formule (23) il résulte que 


l'application © + w envoie cocycles dans cocycles, et cobords dans 
cobords. Donc, cette application induit un homomorphisme 


(24) HT + HM(T ; R). 


La comparaison des définitions montre aussitôt que le composé de 
l’homomorphisme (24) et de l’isomorphisme (22) n’est autre que l'ho- 
momorphisme (20) du théorème de de Rham. Donc, pour prouver ce 
théorème (au moins pour les groupes H"ÆZ) il suffit d'établir que 
l'homomorphisme (24) est un isomorphisme. Nous n’avons malheureuse- 
ment pas la possibilité de produire cette démonstration ici. 

Remarque 3. L’assertion que l’homomorphisme (24) est un iso- 
morphisme exprime que les deux approches de la définition des grou- 
pes de cohomologie d’une variété — en termes de formes et de chaï- 
nes singulières — conduisent en fait au même résultat. Il existe 
d’autres approches, par exemple celle de Cech-Leray de la leçon 22, 
qui, on le sait, conduit aux groupes isomorphes aux groupes H"Z. 
Donc, pour prouver que (24) est un isomorphisme, il suffit de montrer 

ue les groupes de cohomologie singulière sont isomorphes aux groupes de 

ech-Leray (qui à la leçon 22 ont été désignés par le même symbole 
H"(%'; R)). Cette approche qui ne fait pas intervenir les formes est 
valable pour tout espace topologique (pour lequel existent des recou- 
vrements de Leray convenablement définis). On peut donc poser le 
problème de la légitimité de cette assertion sous sa forme générale 
(pour tout espace topologique). Il s'avère que la réponse est positive 
pour les polyèdres (cf. remarque 2 de la leçon 21) mais négative dans 
le cas général. L'étude de ces problèmes relève d'une théorie ramifiée 
qui fait partie de la topologie algébrique. Malheureusement nous 
n'avons pu en parler que par allusions. [Par exemple, la comparai- 
son des définitions des groupes de cohomologie des schémas simpli- 
ciaux et des groupes de cohomologie singulière des variétés — et de 
façon plus générale des espaces topologiques — fait ressortir leur gran- 
de similitude. La mise en évidence de cette similitude dans les termes 
généraux conduit aux ensembles simpliciaux dont 
la théorie est élégante et profonde. D'autre part, la construction d'un 
complexe de cochaînes à l’aide d'un complexe de chaînes est un mi- 
nable exemple et une pâle ombre des manipulations algébriques sus- 
ceptibles d’être effectuées sur les complexes de chaînes en algèe- 
brehomologique, etc. Le lecteur intéressé pourra s'adresser 
pour d’autres renseignements à l'ouvrage de Botta et Thu cité dans 
l'Introduction ainsi qu'aux nombreux autres ouvrages de topologie 
algébrique.] 
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Densité 349 

— de la circulation 408 

— différentiable 349 

— localement bornée 349 

— pulle 350 


Densité presque continue 349 

— des sources 404 

— à support borné 350 

— volumique 350 

Dérivée de Lie 253 

— normale 403 

Déterminant de Gram 56 

Diamètre d’un sous-ensemble 124 

Difféomorphisme 52, 94, 118, 385 

— C-analytique 171 

— Jocal 192 

Différentielle(s) de l'application 52, 
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— exactes 281 

— extérieure 274 

— de la suite 336 

Dimension complexe 172 

— de la variété 100, 385 
Divergence 395 

Domaine à frontière régulière 378 


Elément(s) comparables 153 
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Ensemble(s) bien ordonné 144 

— centré 152 

connexe 14 

fermé 15 

inductif 153 

isomorphes 144 

maigre 215 

négligeable 219, 348 

ordonné 444 

ouvert 14 

partiellement ordonné 144 

séparés 137 
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Equations différentielles sur la varié- 
té 248 
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— complètement normal 136 
— connexe par arcs 173 
— cotangent 191 
— dénombrable à l'infini 342 
— homéomorphes 110 
— Jocalement compact 342 
— — euclidien 4111, 215 
normal 4136 
projectif réel 105 
régulier 215 
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— compact 123 
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Exhaustion compacte 342 
Extrémité(s) du chemin 172 
— de la courbe 22 

— d’une ligne 14 


Famille localement finie 316 
Filtration 327 

Filtre 152 

Flot 250 

— maximal 250 

Fonction(s) caractéristique 15, 348 
— différentiable de classe C+ 23 
— égales à proximité d'un point 239 
— d'Urysohn 211 

Forme(s) différentielle(s) de degré m 


— — linéaires 258 

— — sur la variété 263 

— essentielle 363 

— exactes 281 

— fermées 281 

— finiment cohomologue à zéro 363 

— inessentielle 363 

— normée 363 

— quadratique, deuxième 70 

— —, première 53 

— —, troisième 71 

— à support borné 388, 390, 391 

Formule s) de dérivation de Weingar- 
ten 

— de Frenet 32, 34, 39 

— de Gauss-Ostrogradski 383 

snéralisée 409 

reen 384, 404 

— de Newton-Leibniz 384 

— de passage 96 

— de Peterson-Codazzi 87 

Frontière de la chaîne 415 


Gradient 191, 395 

Graphique 14 

Groupe(s) abélien gradué 326 
de cohomologie 281, 307 
— de Cech 319 

— du complexe double 311 
— de de Rham 281 

— du recouvrement 311 
différentiable 228 

de Lie 228 

— de matrices 166 

— — complexes 171 
symplectique 168 

— orthogonal 168 

— unitaire 170 


Hélice 34 

Hélicoïde 63 
Homéomorphisme 94, 110 
Homomorphismes bords 313 
Homotopie 372 

— différentiable 372 

— propre 372 

Hyperplan équatorial 103 


Identité de Jacobi 245 
Immersion 4198 

Indicatrice de Dupin 71 
Intérieur d’un ensemble 109 
— d'une 9-variété 386 
Isométrie 56, 58 
Isomorphisme 144 


Lemme de Zorn 154 
Ligne de coordonnées 44 
— fermée 14, 15 

— ouverte 15 

— semi-ouverte 15 

— simple 14 

Longueur d'arc 27 


Matrice(s) jacobienne 189 

— orthogonale 165 

— propre 165 

— pseudo-orthogonales 169 

— symplectiques 168 

— unimodulaire 165 

— unitaires unimodulaires 170 
Méridiens 45 

Monéomorphisme 23, 117 
Muitiplicité d’un recouvrement 121 


Nerf 303 

Nombre de Betti 285 
— de Lebesgue 124 
Normale à la courbe 32 


Opérateur cobord 306 

— différentiel linéaire 238 
— de Laplace 400 
Ordinal 144 

— dénombrable 145 

— distingué 147 

— fini 144 

Origine du chemin 172 
Orientation 356 

— induite 356, 379 
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Parallèles 46 

Paramètre différentiel de Beltrami, 
mixte 40 

— — —, premier 61 

de Darboux 401 

— naturel 28 

Paramétrisation(s) 43 

— équivalentes 44 

— de la surface 43 

Partition subordonnée 316 

— de l'unité 316 

Pavage de rang W 124 

Période de la forme 410 

Plan normal 37, 68 

— osculateur 37 

— reCtifiant 37 

— tangent 49 

Poids local dénombrable 110 

Point(s) adhérent 154 

— affinement indépendants 303 

du bord 386 

critique 221 

elliptique 72 

hyperbolique 72 

intérieur 15, 93, 109, 386 

méplat 31 

non singulier 16 

parabolique 72 

positif 356 


— vecteur 396 

Produit des chemins 173 

— direct 129, 151, 228, 317 
— intérieur 265 

Profil 45 

Projection stéréographique 103 
Pseudo-rayon 79 
Pseudo-sphère 79 

Puits 404 


Rayon de courbure 31 
Réalisation géométrique 304 
Recouvrement coercible 143 
— inscrit 343 

— de Leray 318 

— localement fini 343 

— numérotable 316, 344 

— ouvert 111, 123 

Repère mobile de Frenet 32, 33 
Réseau de coordonnées 44 
Retract 132 

— de voisinage 374 
Rotationnel 395 


Schéma simplicial 303 
Section normale 68 

Signe de l’application 37) 
Simplexe(s) 304 

— abstraits 304 

— euclidiens 304 

— ordonnés 305 

— singulier 414 

— standard 412 

Source 404 

Sous-ensemble clairsemé 215 
— connexe 173 

— cubable 349 

— distingué 303 

— fermé 15, 126 

— nulle part dense 215 

— ouvert 15 

— ouvert-fermé 173 

— 9-ouvert 385 

Sous-espace tangent 49 
Sous-variété(s) immergée 199 
— ouverte 109 

— plongée 199, 388 

— singulières 391, 410 
Structure différentiable 99 
— — standard 100, 158 

— induite 109 

— topologique 107 
Submersion 198 

Suite dégénérée 341 

— spectrale 336 

Support de la carte 95 

— de la paramétrisation 43 
Surface(s) des binormales 48 
— à bord 390 

— développables 65 

— élémentaire 43 

— isométriques 58 

— des normales principales 48 
— réglée 46 

— de révolution 45 

— des tangentes 48 
Symboles de Christoffel 85 
Système fondamental de voisinages 110 


Tenseur antisymétrique 262 
Théorème des applications étales 193 
— d’'approximation polynomiale 375 
— de Brouwer 387 

— de changement des variables 348 
— de Dieudonné 347 

— d’invariance homotope du degré 
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Théorême de Tykhonov 152 
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— de Whitney 17 
Topologie 4107 

— induite 111 
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Tractrice 79 
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Ultrafiltre 153 


Valeur régulière 204 
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— plongeables 209 

— orientable 355, 388 
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